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过 去 十 几 年 间 最 优化 理论 与 方法 发 展 十 分 迅速 。 最 优化 方法 在 
数学 上 是 一 种 求 极 值 的 方法 ， 它 是 应 用 数学 的 一 个 分 支 ， 现 在 它 已 
渗透 到 科学 、 技 术 、 工 程 、 经 济 各 领域 。 | | 
| ЕЕ БАНЕ, ЛЕТА, ЖАНЫ А. 
作出 决策 ， 都 要 用 一 种 标准 衡量 一 下 是 否 达 到 了 最 优 。 在 科学 实 
验 、 生 产 技 术 改 进 、 工 程 设 计 ， 和 在 生产 计划 管理 、 社 会 经 济 问 题 
中 ， 人 们 总 希望 采取 种 种 措施 ， 以 便 在 有 限 的 资源 条 件 下 或 规定 的 
约束 条 件 下 得 到 最 满意 的 效果 。 | 

在 进行 一 项 工作 时 《例如 产品 设计 、 物 次 运输 或 分 配 等 等 ) 应 
用 最 优化 技术 ， 可 以 帮助 我 们 较 快 地 选择 出 最 优 方 案 ， 或 作出 最 优 
决策 。 因 此 最 优化 方法 在 各 种 工程 技术 、 自 动 控制 、 系 统 工程 、 运 
筹 学 以 及 经 济 计划 、 企 业 管理 各 方面 都 被 广泛 应 用 。 

数学 家 们 研究 最 优化 问题 ， 已 有 很 多 年 历史 。 占 希腊 数学 家 毕 
达 哥 拉 斯 早 在 公元 前 500 年 就 已 发 现 了 所 谓 黄 金 长 方形 ， 肥 长 方 
形 的 长 与 宽 的 最 佳 比例 为 1.618， 称 为 黄金 分 割 比 。 古 希腊 和 欧洲 
的 建筑 师 、 美 术 家 认为 在 建筑 、 人 像 周 塑 和 绘画 中 应 用 这 个 比例 将 
使 建筑 和 艺术 最 优美 、 协 调 。 

1.618 是 一 个 很 有 超 的 数字 ， 例 如 下 述 -一 组 数字 间 。 存 在 着 亲 
WURR | 

a= 0,618, 


e. 1 > 


5-1, 5-а-0.382 


с-1.618, c—b=0.618 

d = 2.618, 4-с-1 

е= 4,236, е- а= 1.618 

е ас _b e-d _d-c 226-6 -1.618 
пето ат ы Жы тарыыр 27% Е 


а+ёб = с, р+с= 4, екйтео 


1.618 的 倒数 0.618 现在 还 在 优选 法 中 广泛 应 用 着 ， 而 0.618 法 
是 一 种 有 效 的 一 维 搜索 最 优化 方法 。 1.618 恰好 是 х'+х-2=0 
的 正 数 解 ， 而 0.618 则 是 х2-х-2-0 的 正 数 解 。 

在 微 积 分 出 现 以 前 ， 已 有 许多 人 开始 研究 用 数学 方法 解决 最 优 
化 问题 。 例 如 欧 浏 古代 城堡 儿 了 乎 都 是 圆 形 的 。 因 为 公元 前 187 年 - 
212 年 ， 阿 基 米 德 已 证 明 ， 给 定 周 长 ， 圆 所 包围 的 面积 最 大 ， 数 学 
上 上 称 为 等 周 问题 。 中 国 吉 代 城 堡 却 是 方形 的 ， 这 是 因为 给 定 周 长 
时 ， 正 方形 是 包围 面积 最 大 的 四 边 形 ， 反 之 给 定 面积 时 ， 正 方形 是 
周 长 景 短 的 四 边 形 ， 这 两 个 问题 是 对 偶 的 。 

著名 的 捷 线 问题 ， 或 称 最 短 时 间 问 题 是 这 样 提出 的 ， 如 果 有 一 
个 质量 为 灵 的 小 球 受 到 重力 的 作用 ， 在 垂直 平面 内 沿 金属 丝 无 床 控 
地 下 滑 到 某 一 点 ， 为 了 使 下 滑 时 间 最 短 ， 则 金属 丝 应 当 具 有 什么 形 
状 ? 这 是 一 个 求证 国 极 值 问题 ， 要 用 变 分 法 来 解 算 。 人 徊 利 略 曾 猜测 
金属 丝 形状 是 圆 绝 ， 但 1694 年 贝 努 里 证 明 这 种 金属 丝 是 一 条 捍 
线 ， 与 变 分 法 所 得 结果 一 致 。 

-科学 和 工程 技术 发 展 史上 也 有 许多 最 优化 问题 的 重要 结论 。 例 
-如 “自由 能 量 ” 最 小 时 化 学 系统 达到 平衡 ， 光 在 两 点 间 行 进 时 间 为 
最 小 :高 斯 的 最 小 二 乘 设 想 是 使 试验 数据 和 拟人 台 曲 线 间 的 误差 平方 
和 为 最 小 ， 维 纳 〔Wiener) 对 控制 系统 的 设计 思想 是 误差 平方 的 
时 间 积 分 为 最 小 ， 网 络 图 论 中 极 大 流 - 极 小 割 集 定理 说 明 信 息 流 ( 运 
422. 


输 流 ) 的 极 大 值 等 于 切割 网 络 通道 的 极 小 容量 ， 对 于 解决 信息 网 络 
《包括 计算 机 网 络 》 或 运输 网 络 〔 包 括 电 力 系 统 输电 网 络 》 极 大 流 
问题 来 说 ， 是 很 重要 的 。 最 短路 径 问 题 也 很 早 就 用 网 络 拓 盾 解决 
Т. | i 
在 电工 技术 中 最 优化 方法 的 应 用 也 是 很 广泛 的 。 电 路 理论 中 的 
基本 定理 之 一 是 景 大 功率 传输 定理 ， 用 古典 最 优化 方法 一 一 求 导数 
的 方法 证 明 共 罗 匹 配 是 交流 网 络 传输 功率 最 大 的 笨 件 。 在 满足 性 能 
指标 要 求 的 前 提 下 ， 如 何 选 择 参 数 及 几何 尺寸 使 电机 、 变 压 器 、 大 
功率 饱和 电抗 器 等 电工 设备 的 体积 、 重 量 、 费 用 为 最 小 ， 这 对 国民 
经 济 的 发 展 很 有 意义 。 电 网 络 设计 中 常 要 求 在 满足 电路 方程 的 前 提 
下 ， 选 择 网 络 元 件 参数 ， 使 消耗 功率 为 最 小 ， 或 使 网 络 的 实际 响应 
值 与 希望 值 之 间 移 误差 为 最 小 。 一 个 电子 系统 ， 应 如 何 设 计 各 元 部 
件 的 类 效率 ， 使 系统 爹 局 可 靠 性 达到 规定 要 求 ， 同 时 为 保证 可 靠 性 
所 希 费 用 为 最 小 ， 这 在 航天 设施 中 是 十 分 重要 的 问题 。 一 个 控制 系 
统 在 满足 系统 动态 方程 的 条 件 下 ， 应 选择 怎样 的 控制 变量 序列 ( 控 
制 函数 》， 使 系统 从 初始 状态 能 以 最 短 时 间 转 移 到 规定 的 终 态 ， 这 
就 是 最 优 时 间 控 制 问题 。 类 似 的 最 优 控制 问题 还 有 :, BP BR БЕ WH 
耗 、 最 优 能 量 控制 、 随 动 系统 中 跟踪 误差 平方 的 积分 为 最 小 等 等 。， 
目前 国内 外 也 已 将 最 优化 技术 应 用 于 电场 的 计算 和 电力 系统 的 可 瞩 
性 研究 ， 并 用 网 络 最 优 方法 研究 电力 系统 经 济 运行 。 

在 二 十 世纪 五 十 年 代 以 前 ， 解 决 最 优化 问题 的 数学 方法 只 限于 
古典 录 时 方法 和 变 分 法 ( 求 无 约束 极 值 ) ,或 是 拉 格 朗 日 (Lagrange) 
葬 子 法 解决 等 式 约束 下 的 条 件 极 值 问题 。 这 类 求 可 导 函 数 或 泛 隔 数 
极 值 的 必要 充分 条 件 称 为 古典 最 优化 问题 。 

由 于 科学 技术 和 生产 的 迅速 发 展 ， 实 践 中 许多 最 优化 问题 已 经 
无 法 用 古典 方法 来 解决 。 又 由 于 大 型 快速 电子 计算 机 的 发 展 ， 自 五 
十 年 代 求 以 来 已 经 有 许多 计算 机 算法 解决 最 优化 问题 。 从 理论 上 
说 ， 其 中 有 代表 性 的 是 ， 库 思 〈H. 双 .Kuha》 MEE (A.W. Tuc- 
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ker) 酚 人 推导 了 关于 不 等 式 约 束 条 件 下 的 非 线 性 最 优 必要 条 件 ， 
称 为 库 恩 -图 克 定 理 ， 贝 尔 曼 〔〈Bellman) 的 最 优化 原理 和 动态 规划 
理论 ， 庞 特 里 亚 金 (Pontriagin) Е КАКИЕ, ДАЕ (Каі- 
man》 的 关于 湖 机 控制 系统 最 优 滤 波 器 ， 这 些 构成 了 现代 最 优化 技 
术 及 最 优 控制 理论 的 基础 。 目 前 “最 优化 方法 已 成 为 国内 外 许多 
大 学 规定 的 大 学 生 、 研 究 生 的 必修 内 容 ， 也 是 在 职 技术 和 干部、 管理 
人 员 继 续 学 习 的 重要 部 分 。 

景 优化 方法 是 一 种 数学 方法 ， 而 不 是 工程 方法 ， 它 与 应 用 数 
学 、 计 算 和 机 科学 以 及 各 专业 领 成 都 有 密切 的 关系 。 用 最 优化 方法 解 
决 实际 问题 一 般 分 三 步 进行 ， 

1. 提出 最 优化 问题 ， 叙 述 目 标 是 件 么 ? 约束 条 件 是 什么 ? Ж 
什么 变量 ? 建立 最 优化 问题 的 数学 模型 ， 确 定 变量 ， 列 出 目标 航 数 
及 约束 式 〈 等 式 或 不 等 式 ) 。 

2. 分 析 模 型 ， 选 择 合适 的 求解 方法 。 

з. 编程 序 ， 用 计算 机 求 最 优 解 ， 对 算法 的 收敛 性 (是 否 最 终 
能 收敛 到 量 优 解 》、 通 用 性 与 简便 性 、 效 率 (计算 时 间 ) 及 误差 等 
作出 评价 。 

由 此 可 见 ， 最 优化 方法 是 用 计算 机 寻 优 的 方法 。 大 型 计算 机 的 
发 展 及 应 用 为 求解 大 规模 最 优化 问题 (又 称 高 维 的 多 变量 极 值 问题 ) 
创造 了 条 件 。 


{1-2 最 优化 问题 数学 模型 的 建立 


景 优 化 方法 的 第 一 步 是 要 报 述 问题 和 建立 问题 的 数学 模型 ， 其 
中 包括 目标 哨 数 和 约束 条 件 〈 简 称 约束 〉， 用 消 数 、 方 程式 和 不 等 
式 来 描述 说 明 所 求 的 最 优化 问题 。 其 中 识别 目标 、 确 定 目 标 范 数 的 
数学 玫 达 形式 这 一 步 尤为 困难 。 以 下 分 别 说 明 变 量 、 约 束 和 目标 函 
数 的 确定 。 | 
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一 、 变 量 的 确定 


变量 一 般 指 最 优化 问题 或 系统 中 待 确 定 的 某 些 量 。, 例 如 ,电机 的 
最 优 设计 中 ， 变 量 可 能 为 电流 密度 J. RARE D, AEE ИН 
以 及 其 它 几何 尺寸 等 。 电 路 的 最 优 设计 中 要 确定 的 变量 主要 是 电路 
元 件 (R.L.C) 的 数值 。 对 产品 设计 问题 来 说 ， 一 般 变 量 数 较 少 
《例如 儿 个 到 几 十 个 ) ， 变 量 数 的 多 少 以 及 约束 的 多 少 表示 一 个 最 
优化 间 题 的 规模 大 小 ， 因 此 工程 上 最 优 设计 问题 属于 中 小 规模 的 最 
-优化 问题 。 而 生产 计划 、 调 庶 问 题 中 变量 数 可 达 几 百合 、 儿 千 个 ， 
属于 大 规模 最 优化 问题 。 变 量 用 X Жон, Х=(җ, ху, x) 

=. Ж | 

Ж НКИ ИНЕНІ ЕН К, Өш. ЖУН ЗЕ 
负 或 为 整数 值 ， 这 是 一 种 限制 :可 用 的 资源 常常 是 有 限 的 《资源 泛 
指 人 力 、 设 备 、 原 料 、 经 费 、 时 间 等 等 з 问题 的 求解 应 满足 一 定 
技术 要 求 ， 这 也 是 一 种 限制 〈 如 产品 设计 中 规定 产品 性 能 必须 返 到 
的 某 些 指标 )。 此 外 还 应 满足 物理 系统 的 基本 方程 和 性 能 方程 《如 


电路 设计 必须 服从 电路 基本 定律 KCL 和 КУТ, ЖЛ ° 


计 风 用 状态 方程 或 高 阶 微分 、 差 分 方程 来 描述 其 物理 性 质 。 如 果 列 

写 出 来 的 约束 式 ， 越 接近 实际 系统 ， 则 记 求 得 的 最 优化 问题 的 解 ， 

也 越 接近 于 实际 的 最 优 解 。 | 
等 式 约束 g:(X)=0, X EE”, i=1, 2, A т, т<зь 
PERR А,(Х)>0 R0 }=1, 2, “е, ғо 


з. Вж С: 
“最 优化 ”有 一 定 的 标准 或 评价 方法 。 目 标 函 数 是 这 种 标准 的 “ 
数学 描述 。 目 标 函数 (XX) 可 以 是 效果 函数 或 费用 函数 ，f (XX) = 
f(x1，xz，“…%s)。 用 效果 作为 目标 函数 时 ， 最 优化 问题 是 要 求 极 
大 值 ， 而 费用 函数 不 得 超过 某 个 上 界 成 为 这 个 最 优化 问题 的 约束 ; 
. 5 - 


反之 ， 目 标 函 数 是 费用 函数 时 ， 问 题 变 成 了 求 极 小 值 ， 而 效果 函数 
不 得 小 于 某 个 下 界 就 成 为 这 个 求 极 小 值 问题 的 约束 了 ， 这 是 对 偶 关 
系 。 | 

上 述 费用 和 效果 都 是 广义 的 ， 如 费用 可 以 是 经 费 ， 也 可 以 是 时 
间 、 人 力 、 功 率 、 能 量 、 燃 料 、 材 料 、 占 地 面积 或 其 它 资 源 。 而 效 
果 可 以 是 性 能 指标 、 利 润 、 将 益 、 精 确 度 、 灵 敏 度 等 等 。 也 可 以 将 
效果 与 费用 函数 统一 起 来 ， 以 单位 费用 的 效果 函数 或 单位 效果 的 费 
用 函数 为 目标 函数 ， 前 者 是 求 极 大 信 ， 后 者 则 是 求 极 小 值 。 

求 极 大 值 和 求 极 小 值 问题 实际 上 没有 什么 原则 的 区 别 。 因 为 求 
ОХ) ЕЛМЕН ИТ R- ХУ КИН ( 见 图 1-1), HH шіп 
f(X)= -max[—- f( X)], B FADE ISIS х= х 时 得 到 。 

综 上 所 述 ， 最 优化 问题 的 数学 重型 可 以 表示 成 如 下 形式 ， 


тіп f(X) AEE” 
a= 
约束 条 件 2,СХУ<00Е1 ¿=1, 2, -em 


ІРІ 1] 多 路 输出 的 有 源 线性 网 络 最 大 输出 功率 问题 。 

设 有 源 线性 网 络 供电 给 多 路 负载 (图 1—2) ,每 一 路 的 输出 电 
压 为 Un Us “-“, Ung 负载 电阻 为 Rio Ra “~”, Ru 该 网 络 总 
的 输出 功率 为 ， 


=й, р, "+p (1—2) 


К, F), =s, 六。 为 待定 的 电路 参数 ,(1 一 2) 式 表示 非 线 性 多 变 
其 方程 ， 即 功率 已 是 R, Ru 4R, Xk n 个 变量 的 非 线 性 函数 。 | 


这 个 问题 的 数学 模型 应 为 
шах P= }(Р,, R,, meg Ra) 
Ri > | (1—3) 
约束 Р,>0 ї=1, 2, =, n 
[ 注 ] 约束 条 件 也 再 以 是 2/(ХУ>0, ҤЙ ЕЩЕ. 
.%. 


іші 


Re 


| 


{йй 


线性 ` 


“ә. = 


4% 


тш/(Х)--жтах-/(Х)1 有 源 线 性 网络 多 路 篇 出 
图 1—1 图 1 一 2 


[ 例 2] 异步 电动 机 的 优化 设计 


异步 电动 机 优化 设计 问题 中 ， 可 以 选 作 设计 变量 的 参数 有 : 

定子 内 径 D;， 铁 心 长 1 ， ВИ Z, TRER Bus 
ERE 如,s， 转 子 齿 磁 密 B,r， 转 子 导电 条 电流 密度 z ARA 
密 В, 等 等。 

变量 数 的 多 少 与 设计 的 要 求 有 关 ， 多 的 可 达 十 多 个 。 一 般 建议 
取 6 一 7 个 。 因 为 变量 数 取得 越 多 ， 计 算 工作 量 急剧 上 升 。 

约束 条 件 主要 是 设计 出 来 的 电机 应 清 足 国家 标准 规定 的 七 项 主 
要 指标 ， 它 们 是 ， | 

效率 7,， 功 率 因数 cos vo， 起 动 电流 Lo ЊЕ Ta Ж 
ARE Tn， 定子 绕组 温 升 91,， 转 子 温 升 gso。 


因此 ， 以 上 述 变 量 天 示 的 各 约束 函数 ， 使 之 满足 这 些 指标 ， 就 
可 列 出 电机 优化 设计 的 约束 人 条件 : 
д X)=n(2X)- n Í>0 
gX) = соз ф(\ ) — cos gpiz>0 
ga Л) = ы-і. X)2:0 
gA XST AX) — T. 20 
чв Хә) = T, (X) – 1220 
960) =0,.- 8.0) 20 
gL X) = 0. -0.0Х)20 
g (C К) = gD,, 1, Zs Bie) 
i=], 2, =, 7 
ELIE BELH Н prta gen ЕДЕ. 
1. 有 效 材料 费用 函数 〈 有 效 材 料 指 铁心 材料 、 绕 组 材料 ， 有 
时 还 加 上 结构 材料 ) 。 
2. 制造 和 运行 的 总 费用 参数 。 
3. 单位 有 效 材料 费用 产生 的 电磁 转 矩 。 
| 例如 有 的 企业 建议 用 下 述 目 标 ， 即 每 400 元 的 有 效 材 料 费 所 
Ерен, БЫМТЕНЕНРНЖЫЕЫ, J НА АНЕ 
ФАН Е 187 
有 效 材 料 费 | Š 
СХ) = 146.0 Х) +1.4Gr X) 


14 及 1.4 КУН АЛ Ял АЛ ТЫ 


ПЕ) #mihas# pie ТЕЕ. 1980, Мо,], Р53~58 电机 电磁 方案 
的 优化 技术 
. . 


则 目标 前 数 为 


4007 
Со 


т уњ, | 

[0] 3] 运算 放大 器 的 最 优 设计 — 

如 果 我 们 要 设计 一 个 如 图 1 一 3 a 所 示 的 运算 放大 器 ， 有 RC 
负 反馈 ， 这 是 一 个 补偿 网 络 。 给 定 的 频率 响应 为 《如 图 1—36) 


4 о 
2x 10% 


(о) = 20 - 


l 
Le 
1 2 110% 


(q) 岂 站 图 оа 
图 1 一 3 运算 放大 器 


€X Н(о)- 201981 A 


У, Ж ШЕ, V: 为 输入 电压 。 刚 络 最 优 设计 的 任务 就 是 
要 选择 参数 R 和 C， 使 给 定 网 络 的 出 应 Ho) 与 实际 响应 之 间 
的 误差 为 最 小 。 

为 了 列 出 目标 函数 ， 我 们 应 当先 列 出 实际 响应 的 频率 特性 
H, (о, R, С) 表达 式 。 І 

从 电路 理论 角度 讲 ， 运 算 放大 器 是 一 个 电压 控制 的 电压 源 ( 受 
控 源 或 非 独 立 电源 ) ， 共 等 值 电路 如 图 1 一 4， 其 中 Р, 为 国体 组 
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件 (集成 电路 ) 的 输入 电阻 ，R, 为 输出 电阻 ，G 为 电压 增益 。 
R, МЕН ЛН, 
МЖ С =100, R, 
-105, Р,-1000,Ю-15%0 + 
又 设 К, C 的 范围 为 
500<Р<10%2, 
10р/<С<1000р/, - 
则 由 上 述 等 值 电路 可 推导 出 运算 放大 器 等 信和 电路 
响应 Hilo, R, С), W£ ы аң. 
ЕМЕ ІНЕ 
Hlo, R,C,)=10 106-1, LR: + сыға 1 


10 G> 
ЛАСЯ ЗЕН, T4 H ЫЧ Л) 


Га, В, O SEW od LH = Hilton В,СОВ 


如 权 系 数 W 为 非 负 实数 ， 如 权 以 后 可 以 使 着 重 加 权 的 基 些 频 
率 下 的 误差 比 共 它 频率 的 误差 更 小 。 

一 般 希 望 在 变量 数 为 2 时 取 10 个 采样 点 ， 即 m= 10。 因 此 本 
` 例 的 数学 模型 为 | 
min flo, R, С) 


50< Ё<10'О, 10<С<1000р/ 


51-5 最 优化 问题 的 分 类 
最 优化 问题 可 以 按 下 述 情 况 分 类 ， 
一 、 有 没有 约束 ? 有 约束 的 话 是 等 式 约束 还 是 不 等 式 约束 ? 


ІНІ 参见 G.C Temas, J.W .Lapatra Introduction to circuit 
synthesis and design 1971, | 


He 


二 、 是 确定 性 的 还 是 随机 性 的 最 优 问 题 ? 
=, 目标 阔 数 是 线性 的 还 是 非 线 性 的 ? 约束 式 是 线性 的 还 是 非 
线性 的 ? | 
т, фана алы БН, MERETE BF jJ 65 Ва 
Ж? 
五 、 问 题 的 模型 用 数学 解析 公式 表示 还 是 用 网 络 图 表示 ， 在 网 
络 图 上 导 优 称 为 网 络 最 优化 。 
下 面 我 们 分 别 讨论 不 同类 型 最 优化 问题 的 性 质 及 特点 。 
一 、 无 约束 与 有 约束 最 优 问题 。 | 
求 无 约束 极 值 时 ， 问 题 的 最 优 解 就 是 目标 函数 的 极 值 。 有 约束 
了 时， 问题 是 求 有 约束 极 值 〈 或 称 条 件 极 值 ) ， 如 果 是 等 式 约束 ， 则 
约束 的 数目 江 必 须 小 于 变量 的 数目 x 〈 即 问题 的 维 数 ) 。 当 т=п 
时 ， 问 题 的 解 是 唯一 的 〔 即 约束 方程 的 交点 ) ， 显 然 它 不 一 定 为 最 
优 。 这 种 情况 下 ， 因 为 约束 过 多 ， 没 有 选择 最 优点 的 余地 ， 称 为 没 
有 自由 度 ， 自 由 度 的 数目 等 于 п-т, ШАЯ тол, MERA 
财 满 足 这 普 个 约束 是 不 可 能 的 ， 这 种 情况 下 的 最 优化 问题 无 解 。 
等 式 约束 上 各 点 称 为 可 行 解 ， 因 此 等 式 约束 曲线 表示 可 行 解 ， 
域 。 约 束 也 可 以 是 不 等 式 约 东 ， 满 足 不 等 式 约束 的 区 域 范围 称 为 解 
_ 的 可 行 域 。 在 这 个 区 域内 的 解 都 是 可 行 的 ， 称 为 可 行 解 ， 可 行 解 的 
”数目 有 无 限 多 个 ， 其 中 必 有 一 个 是 最 优 解 。 
[ 例 ] min f(x) = (x -~ a)? + БОЈ 
1) 无 约束 
2) 等 式 约束 < =c - 
D 不 等 式 约束 х>с 设 c<a 
解 。 这 是 单 变量 寻 优 问题 。 其 解 如 图 1-5 所 示 。 | 
(НЕ) min 为 minimize 的 缩写 ，minf(#) 表 示 求 /(*) 的 极 小 值 ， 与 之 
, RME таху (к) то SOWA, тах 为 maximize 的 缩写 。 
. 11 . 


1) ЖЕУ. БОЛ х*=а,](х®) 
=b (如 图 1—50) , | 

2) 等 式 约束 к-с 为 一 条 直线 ， 
这 时 x =c АЯ, п=т=1, ЖШ 
有 寻 优 的 自由 座 。 了 唯一 解 由 x*=c 决 
定 《 如 图 1—50), 

D PEAR х>с GE с<а) 


可 行 域 在 直线 x= c 的 右边 (如 


1—5с) 。 这 时 最 优 解 和 无 约 来 一 
样 ，x*=a，f(x*)=b。 
但 是 如 果 不 等 式 约束 为 хс, c< 
a; 则 可 行 域 在 直线 x= c 的 左边 ， 这 时 
RRRA x* = c， 即 最 优 解 在 约束 边界 
Е. ` 
[W] min є (Хә) = (x  - 232 + 
(x-2) 
约束 хі%2х,54 
x >Q 
3:22 0 
解 : 约束 构成 的 三 角形 为 这 个 最 优 问题 
芍 可 行 解 域 。 等 高 线 (х1 2) (х, — 
22-К Ж-Е, МІН 1 一 6。 无 约 
WBRA хі-2, ха.-2, f(X)=0, 
不 等 式 约 束 的 最 优 解 在 约束 边界 上 ， 即 
же }(Х)=0.8 与 直线 xi 十 2xs = 
4 相思 点 为 最 优 解 。 该 点 为 x,*=1.6， 
X=1.2, /(Х*)=0.8 
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` 
i 
I 
a 


(а) 无 约束 


© 
ОЕ АЕ z= e 


fix) 


с 
(с) 不 等 式 约束 zc 
81-5 求 单 变量 函数 极 小 什 


=. їй ИН 
问题 


任何 最 优化 问题 都 可 分 成 
确定 性 和 随机 性 两 大 类 。 确 定 
ЖЮН, ӨЗЕНІН - 
是 确定 的 ， 可 知 的 。 而 随机 
(或 称 概 率 ) 最 优 问题 中 某 些 
变量 的 取 值 是 不 确定 的 ， 但 根 
据 大 量 实验 统计 ， 可 以 知道 变 
量 取 某 值 服 从 一 定 的 概率 分 一 个 二 元 范 数 的 极 小 值 问题 
布 。 例 如 有 源 网 络 的 最 大 输出 | a SG 
功率 、 变 压 器 的 最 优 设计 等 问题 是 确定 性 的 。 而 电子 系统 的 可 靠 性 
问题 则 是 一 个 随机 最 优 问题 ， 因 为 人 们 无 法 确切 知道 电子 系统 中 某 
部 件 的 失效 时 间 ， 而 只 能 根据 经 验 或 统计 资料 掌握 其 概率 规律 。 可 
靠 性 问题 的 研究 保证 复杂 的 或 重要 的 系统 《如 卫星 电子 系统 、 电 力 
系统 等 ) 能 以 最 小 代价 取得 最 优 效 果 。 下 面 可 以 看 到 ， 有 的 随机 最 
优 问题 如 能 表示 成 数学 规划 的 模型 ， 则 和 确定 性 问题 一 样 可 用 规划 
” 论 [ 注 ] 来 求解 ， 称 为 随机 规划 。 

三 、 线 性 最 优化 与 非 线 性 最 优化 问题 。 


如 果 目 标 函 数 和 所 有 约束 式 都 是 线性 的 ，〔 即 它们 是 变量 的 线 
性 炒 数 》， 则 这 种 最 优化 问题 称 为 线性 最 优化 ， 或 线性 规划 。 如 果 
目标 函数 或 约束 式 〈 即 使 只 是 部 分 约束 式 〉 中 任 一 个 是 变量 的 非 
线性 函数 ， 则 这 种 最 优化 问题 称 为 非 线性 最 优化 ， 或 非 线 性 规划 。 
线性 规划 可 看 作 是 非 线 性 规划 的 特殊 情况 。 显 然 求解 非 线 性 规划 问 
题 比 求解 线性 规划 问题 更 困难 。 这 种 情况 与 电路 或 控制 系统 分 析 是 

[ 注 ] 具有 涉 等 式 约 来 的 最 优化 则 题 称 为 数学 规划 问题 ， 这 是 40 一 50 年 
代 从 企业 计划 管理 辣 题 中 概括 出 来 的 数学 问题 ， 
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ЖШ. ЭЖЕН АЙЕ ЮЕ жата, тәнім 
路 或 非 线性 系统 则 较 困难 。 

用 线性 函数 近似 非 线性 最 优化 问题 中 的 非 线性 函数 ， 就 可 以 用 
线性 规划 方法 求解 非 线性 规划 问题 。 这 种 线性 近似 当然 只 在 局 部 范 
图 内 适用 。 在 求 得 的 最 优 解 附近 再 对 非 线性 函数 作 线性 近似 ， 可 以 
再 一 次 用 线性 规划 去 求解 。 这 样 ， 用 一 连 巾 的 线性 规划 去 近似 求解 
一 个 非 线性 规划 问题 ， 称 为 近似 规划 。 

如 果 目 标 函数 为 二 次 型 [入 1， 而 约束 式 为 线性 的 ， 称 为 二 次 规 
划 问题 。 二 次 规划 是 从 线性 规划 到 非 线 性 规划 的 过 渡 。 是 最 简单 的 
一 种 非 线 性 规划 。 如 果 目 标 函 数 及 约束 函数 具有 多 元 多 项 式 的 形 
式 ， 则 这 种 非 线性 规划 称 为 几何 规划 。 


、 髓 态 最 优化 和 动态 最 优化 问题 


如 果 最 优化 问题 的 解 不 随时 间 而 变 ， 则 称 为 静态 最 优化 〈 和 参数 
最 优化 》 问题 。 前面 所 述 的 稳 态 电网 络 的 最 优 设 计 问 题 、 电 桃 及 变 
压 器 的 最 优 设计 问题 都 是 静态 最 优化 问题 。 

如 果 最 优化 问题 的 解 随时 间 而 变 ， 即 变量 是 时 间 t 的 函数 ， 则 
这 是 动态 最 优化 问题 ， 也 即 最 优 控制 问题 。 这 种 情况 下 ， 变 量 分 为 
状态 变量 和 控制 变量 两 种 。 ИА E ан 
题 的 数学 模型 。 

[ 例 1] 

кеш LC 振荡 器 在 最 短 时 间 内 停 振 问题 。 

1 一 7 表示 正 处 于 工作 状态 的 LC 振荡 上 电路 。 现 在 假设 从 ` 
к= 开始 ， s sns se el1)， 要 求 该 振荡 电路 
在 最 短 时 间 内 停 振 。 


[ 注 ] 二 次 型 是 指 几 个 变量 的 标量 函数 ， 其 中 每 一 项 或 者 是 一 个 变量 的 平 
方 ， 或 者 是 两 个 不 同 变量 的 乘机 。 在 最 斋 化 问题 由， 二 次 型 是 常见 的 一 种 重要 
函数 ， 以 后 我 们 要 详细 讨论 。 

«м | 


振荡 电流 初始 值 i(10) 519 


ааа) 
dt 


读 电 路 停 振 时 间 为 i/， 称 为 终 
шын, md, 


{(#)=0 或 xi(f)=0 


= Хор 


Р 理想 的 ZC 振荡 电路 
=0 W x2(1/)=0 图 1—7 


di (ї,) 
dt 


这 个 问题 称 为 最 优 时 间 控制 ， 或 最 小 时 间 问 题 ， 状 态 变 二 为 
i(1) 及 -5 «с ， 控 制 变量 为 e(1)。 数 学 模型 可 表示 为 ， 


t; 
min f dt 
to 


约 求 І. Аав = e(t) 
或 用 状态 方程 表示 : 


-xı ,1delt) ‚Ж 


dt LC L dt 
最 小 时 间 问 题 是 最 优 控 制 中 的 一 个 典型 问题 。 例 如 一 个 带 负载 
的 电动 机 正在 运转 。 如 果 在 某 一 时 刻 《 例 如 + = fo》， 突 然 加 一 个 
控制 作用 ， 电 动机 产生 的 力矩 使 负载 在 最 短 时 间 内 停 转 ， 即 分 别 从 
MERRI DDM of) 变化 为 0(1)=0 和 olt1)=0。 其 中 


Q= 


可 见 这 一 问题 的 提 法 以 及 目标 函数 形式 都 和 上 述 振荡 电路 在 最 


. {5 « 


短 时 间 内 停 振 的 问题 相同 。 
[#2] 
ЭЕ ЖЕ, ИНЕНІ А МГА 
图 1-8 表示 一 个 动 圈 式 电表 的 原理 图 及 指针 摆动 的 动态 曲 
线 。 图 中 9 为 指针 转角 ，9 mn 为 指针 最 大 转角 ， 它 由 止 箱 限制。 


fa tt 


(a) BRR CIETIE IER 
图 1-8 ERTS RDPI 
设 从 ғ 时 乾 起 ， 电 表 通 以 电流 。 动 态 误差 用 给 定 的 指针 最 大 偏转 
角 与 偏转 过 程 中 转角 之 盖 的 平方 积分 值 表 示 。 给 定 的 最 大 偏转 角 为 
0.959max， 即 指针 的 最 后 稳定 位 置 。 
现在 要 求 误差 平方 积分 值 为 最 小 ， 而 且 为 了 使 电表 不 致 受到 冲 
击 而 损伤 ， 要 求 电流 不 超过 安全 极限 ， 指 针 不 会 与 止 钉 接 击 。 
因而 目标 函数 是 积分 的 形式 ， 其 中 包括 -项 ， 
(0.950 мах –0)2 为 误差 平方 项 
CF )* RTR ABADIE ERN TIN 
1207) Злаві | 
因此 这 个 问题 的 数学 模型 为 ， 


š; 
йй r= { Га(0.956 а. - ФУ — 9? ум + ауа, 
ta лах | 


* 16 。 


约束 Кі= Л0 +B0+C0 
|: |< 
10 |<0,дах 


ЖАН, А HRERS D 为 阻尼 系数 ，C ХАЖАР. БЖ 
式 也 可 用 状态 方程 表示 : 


0= 


Ф= - Co-Bo Кі 


A 4 A 


Ва #0, аль 为 加 权 因子 ，t/ 为 终端 时 间 ，M ATNA T, 
是 很 大 的 正 数 。 

如 果 9 离开 gmax 越过 ， 则 目标 函数 中 ， 第 二 项 影响 越 小 ， 
9 越 接 近 9imax， 则 该 项 的 数值 将 迅速 增 大 ， 在 目标 函数 中 占 的 比 
例 就 增 大 。 

如 果 通 过 电表 的 电流 值 很 大 ， 形 成 对 电表 的 冲击 ， 则 1260) A 
速 加 大 ， 第 三 项 在 目标 函数 中 占 的 比例 也 增 大 ， 要 使 J 为 最 小 ， 
则 要 限制 电流 的 冲击 。 

目标 函数 积分 式 中 变量 # 及 i 均 为 时 间 的 函数 ， 因 此 积分 是 
一 个 泛 函 数 。 这 里 9 及 @ 为 状态 变量 ，i 为 控制 变量 。 问 题 实质 
上 是 求 最 优 控制 变量 ， 即 最 优 电 流 值 ， 使 动态 误差 最 小 并 且 所 受 机 
电 证 击 为 最 小 。 

解决 动态 最 优化 问题 有 动态 规划 方法 、 极 大 值 原理 等 。 应 当 说 . 
明 ， 动 态 最 优化 和 静态 最 优化 方法 并 不 是 完全 对 立 的 。 例 如 线性 规 
划 和 和 非 线性 规划 是 一 种 静态 数学 规划 ， 可 用 以 解决 静态 最 优 问 题 ， 
能 不 能 解决 动态 最 优化 问题 呢 ? 如 果 动 态 景 优化 问题 能 够 表示 成 线 
性 规划 的 数学 模型 ， 那 么 ， 当 然 可 以 用 线性 规划 来 求解 动态 最 优化 
问题 。 而 动态 规划 方法 不 但 可 以 求解 动态 最 优化 问题 ， 也 可 用 以 求 


411. 


解 象 分 配 问 题 这 样 的 静态 最 优化 问题 。 
此 外 最 优 控 制 问题 的 目标 函数 及 约 来 式 者 可 能 是 非 线性 的 ， 因 
此 非 线性 规划 的 数值 解法 也 可 应 用 到 动态 最 优化 问题 中 。 


五 、 网 络 最 优化 问题 


应 用 图 的 理论 (简称 图 论 〉 通 过 网 络 的 几何 结构 及 其 性 质 ， 对 
网 络 进行 分 析 研 究 ， 称 为 网 络 拓 杆 学 。 图 论 的 应 用 现在 已 渗透 到 信 
息 论 、 控 制 论 、 运 筹 学 等 各 个 学 科 领 域 。 网 络 最 优化 就 是 从 图 论 的 
角度 来 研究 网 络 ， 并 用 计算 机 算法 寻求 这 个 网 络 中 具有 最 优 参数 的 
路 径 ， 如 最 大 流 、 最 短路 等 等 。 因 此 网 络 最 优化 是 一 种 复杂 系统 的 
规划 方法 ， 在 运输 网 络 、 通 信和 网 络 、 电 路 网 络 、 计 算 机 网 络 以 及 工 
程 施工 网 络 的 分 析 和 设计 规划 中 都 有 较 广 泛 的 应 用 。 


$ 1-4 最 优 控制 问题 


50 年 代 以 前 ， 自 动 控制 系统 的 设计 方法 有 两 种 ， 即 古典 法 和 
解析 法 。 这 两 种 方法 都 是 以 传递 函数 为 数学 模型 ， 来 表示 系统 的 特 
征 ， 在 S 域 或 Z 域内 用 频率 法 进行 设计 。 对 于 简单 的 线性 调节 
系统 或 伺服 系统 ， 这 两 种 方法 是 很 合适 的 。 


控制 器 控制 对 象 
176 


Ч 1 一 9 惊 制 系统 方 框图 
1 古典 法 。 
这 是 一 种 工程 试探 的 方法 。 根 据 控 制 对 象 的 传递 函数 G (S ) 确 
. 18 • 


定 控制 器 传递 函数 G.S), ІН 1 一 9， 使 系统 满嘴 给 定 的 各 项 性 
Він, л, МІНЕ, БУНТА. жама. НАМЕ. ИН 
等 。 至 于 系统 是 否 最 优 是 无 法 考虑 的 。 

古典 法 设计 的 控制 系统 是 可 行 的 ， 但 不 是 最 优 的 ， 所 得 结果 不 
是 唯一 的 解 。 这 种 方法 只 应 用 了 误差 信号 。 为 了 改进 设计 方法 ， 人 
们 力求 使 设计 的 系统 按 一 定 指标 要 求 说 是 最 优 的 。 解 析 法 比 吾 典 法 
在 这 个 意义 上 说 前 进 了 一 步 。 

2. 解析 法 。 

这 一 方法 的 设计 目标 是 求 系统 参数 使 误差 的 平方 积分 7, 为 
最 小 ， 这 个 指标 称 为 15E《 积 分、 平方、 误差 ) .指标 ， 设 есі) 为 
误差 讯号 ， 则 指标 基数 可 用 数学 形式 表示 好 下: 

тїп Jes {ео 
实际 上 ， 这 就 是 古典 控制 理论 中 的 最 优 控制 问题 。 

从 不 辐 角 度 出 发 ， 最 优 控 制 问 题 可 以 有 不 同 的 提 法 。 一 种 提 法 
Ж: 设 控制 过 程 中 系统 消耗 的 能 量 为 常数 , 求 最 优 控 制 变量 
xf)， 使 误差 平方 积分 为 最 小 ， 系 统 能 量 可 表示 为 控制 变量 平方 
的 积分 。 要 求 它 保 持 为 常数 ， 这 是 最 优 控 制 问题 必须 满足 的 条 件 ， 
也 就 是 一 个 约束 。 这 个 最 优 控 制 问题 可 用 下 述 数 学 形式 表示 ， 

mis /,={ еч) 


约束 1 ayat = 常数 


问题 的 另 一 种 提 法 是 ; 求 最 优 控制 变量 шер) Е 7。 为 常数 的 
条 件 下 ,使 J, 为 最 小 , 即 控制 能 量 消 耗 最 小 ,用 数学 形式 表示 如 下 ， 


min „= (Сачош 
约 东 Jaf ent)dt = 常数 
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ЕСІ 
已 知 控制 对 象 传递 函 数 ， G(S) = 09, 输入 RCS)= 0 


问题 ， 


= 
min Jes | ede 
6 


约束 БОТ 


АЖЕ ЖАН py U g 2724 
srcy=- 0.55___ 
Ее 0.055°+5 +10 
RAIRE В #5) 
p= © (0) USGS) 
М*‹ 5) Бс D Sy ` 
* =Z.. 220.55 242 E JS 2 200 -- 
М5) = іс $% Јов  Ssrr20S 300 
G.(S)= 605) _ 1 _ M(S) 1 20.5 
° ROS)-C0S) GCS) 1-MiS) С(5) 20+ 5 


这 是 最 优 控制 器 的 传递 函数 。 

上 述 例子 说 明 ， 最 优 控制 早 在 40 牟 代 就 已 在 控制 系统 设计 中 
应 用 ， 只 是 早期 的 最 优 控制 方法 有 一 定 的 局 限 性 ， 只 限于 单 变量 系 
o 统 ， 用 解析 法 在 频 域 中 寻 优 。 控 制 对 象 只 限于 线性 定常 系统 ， 设 计 
目标 也 只 限于 误差 最 小 或 控制 能 量 最 小 。 但 是 最 优 控制 的 设计 思想 
则 和 现代 控制 理论 是 一 致 的 。 

空间 技术 的 发 展 、 使 控制 工程 有 有 了 较 大 的 突破 。 导 弹 和 的 导航 系 
统 、 自 动 驾驶 系统 、 字 家 飞 船 会 合 的 控制 系统 等 等 的 产生 ， 使 传统 
的 系统 设计 方法 已 经 不 能 满足 要 求 了 。 促 进 了 现代 控制 理论 的 发 
展 ， 从 50 年 代 中 期 开始 ， 下 述 三 方面 的 工作 英 定 了 现代 控制 理论 
的 基础 。 
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1. 用 状态 空间 方法 研究 线性 控制 系统 ， 并 提出 了 可 控 性 、 可 
.观测 性 的 概念 ( 卡 曼 Кашан) 。 系 统 如 果 是 不 可 控 的 ， 则 最 优 控 
‚ 制 问 题 的 解 是 不 在 在 的 。 

2. 动态 规划 方法 和 最 优化 原理 〈 员 尔 曼 Bollman) o 

3. 极 大 值 原理 《 庞 特 里 亚 金 ) 。 

应 当 说 明 的 是 ， 现 代 控 制 再 沦 的 某 些 数学 基础 实际 上 很 早 就 已 
发 展 了 。 例 如 ， 状 态 变革 法 分 析 线 性 系统 ， 只 用 到 一 阶 微 分 方程， 
这 个 数学 问题 早 就 认为 是 很 准 通 的 事 。 关 于 系统 的 稳定 性 分 析 ， 
1892 ERENER (Lyapunov) 就 已 完成 。 线 性 规划 早 在 1939 
年 就 已 提出 。 亿 在 那个 上 时代， 计算 机 还 没有 出 现 ， 因 此 这 些 数学 成 
就 还 不 能 在 控制 系统 中 显示 出 它 的 重大 作用 ， 控 制 系统 的 分 析 与 设 
计 只 能 停留 在 古典 法 阶段 。 | 

最 优 控 制 是 现代 控制 你 论 的 核心 ， 它 的 主要 内 容 是 ， 在 满足 一 
定 的 约束 条 件 下 ， 寻 求 最 优 控 制 的 规律 〈 或 控制 策略 》， 使 一 组 目 
ORAR UZARO 为 极 大 或 极 小 。 与 解析 法 相 比 ， 用 最 优 控制 理 
论 渤 证 系统 具有 如 下 的 特点 ， 

1. 适用 二 多 变 虽 、 非 线性 、 时 变 系统 的 设计 。 

2. 初始 条 件 可 以 任意 。 | 

3. ОАЕ УНР КИО ЖК, EATEN ËJ) 3 05 We 
РЗ | 

4. 计算 工作 可 由 计算 性 进行 。 这 样 可 将 设计 人 员 的 精力 从 繁 
开 的 计算 中 解放 出 来 ， 着 重 于 分 析 和 研究 设计 结果 。 ， 


8 1-5 ЖОЛЫНЫН ЖЕТІ 
数学 模型 建 记 以 后 ， 主 委 问 题 是 总 何 求解 这 个 数学 模型 。 最 优 
化 问题 的 求解 方法 可 以 分 成 以 下 由 类 ， 
1. 间接 法 一 一 或 称 解 析 法 。 这 种 方法 只 适用 于 目标 函数 (或 
21 b 


泛 函 》 及 约束 有 明显 的 解析 表达 式 的 情况 。 求 解 方法 是 先 求 出 最 优 
的 必要 条 件 ， 得 到 一 组 方程 或 不 等 式 ， 再 来 求解 这 组 方程 或 不 等 
式 。 一 般 是 用 求 导 数 的 方法 或 变 分 方法 求 出 必要 条 件 ， 通 过 必要 条 
件 将 问题 简化 ， 因 此 称 为 间接 法 。 | 

2. Бани ЖЕЛЕ ВА ШШ Жї 
时 ， 无 法 用 解析 法 求 必 要 条 件 。 我 们 要 用 直接 搜索 的 方法 经 过 若干 
次 迭代 搜索 到 最 优点 。 这 称 方 法 常常 是 根据 经 验 或 试验 得 到 的 。 对 
于 一 维 搜索 问题 〈 单 变量 极 值 问题 ) 主要 是 应 用 区 间 消 去 法 或 多 项 
式 播 值 法 。 对 于 多 维 搜 索 问 题 ( 多 变量 极 值 问题 ) 主 要 应 用 让 山 法 。 

3. 以 解析 法 为 基础 的 数值 计算 法 

这 类 方法 也 是 一 种 直接 法 ， 但 是 ， 是 以 梯度 法 为 基础 ， 因 此 是 
一 种 解析 与 数值 计算 相 结合 的 方法 。 

4. 网 络 最 优化 方法 

这 种 方法 是 以 图 作为 数学 模型 ， 称 为 图 模型 。 然 后 用 图 论 方法 
进行 搜索 最 优 路 径 。 

所 有 这 些 最 优化 方法 实际 上 都 离 不 开 计算 机 。 因 此 最 优化 方法 
既是 一 种 数学 方法 ， 又 是 一 种 计算 机 算法 。 

下 表 列 出 最 优化 局 题 求解 的 各 种 方法 。 实 际 上 ， 一 个 最 优化 问 
题 常常 是 用 种 方法 的 结合 ， 例 如 要 用 到 一 维 搜索 、 无 条 件 极 值 方法 
(无 约 东 的 梯度 法 ) AKTRES. TME, REDRAR, M 
全 局 来 看 不 一 定 是 景 优 ， 而 从 邻近 的 小 范围 看 ， 却 是 最 优 ， 称 为 局 
部 最 优 解 。 

最 优化 方 法 分 类 。 ” ` ж өл, 2% 

2. 

I EGE Y 


有 约束 一 BARNE ж-ш 


1. мны 
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қы. 


波 那 西法 


китк | 
(一 维 搜索 ) Т (0.618 法 ) 
«НЕ; 
2. BEIE 
| 『 泽 标 轮换 法 
(直接 法 ) u 


| 让 出 i PRIRA 

\ (多 维 搜索 ) 方向 加 速 法 
“单纯 形 法 及 随机 搜索 法 
最 速 下 降 法 

”无 约 来 拟 牛 顿 法 

x ТЕТІГІ 


з. ЦВЕ REHE 
基础 的 数值 кырыы 
计算 方法 | 1 

| 梯度 法 | 梯度 投影 法 
(SUMT Оф 


化 有 约束 问题 ， 

, SWIFT 法 ， 
为 无 约束 问题 | 

` 复 形 法 


4. 网 络 最 优化 方法 
51 zJ 题 


1. 列 出 下 述 最 估 化 问题 的 数学 模型 ， 
в. MERMERE, HARFER- E, 求 圆 简 的 尺 
寸 ， 使 加 简体 积 为 最 大 。 
b. 有 三 个 电阻 P. Ra R, 并联 再 和 电阻 R BRIR — 


. 23, 


全 电路 。 设 电阻 R: БЮ T, і-1, 2, 3, 4 В И 
FR: f <V дах. РУ. 为 Е, КЕНІН Б ж Р, 使 电路 中 消耗 的 总 功 
素 为 最 小 。 

с. 11 维 空间 内 移动 的 物体 ， 设 位 移 向 量 为 S = (s, si, 9", 
sa)7， 一 单位 作用 力 向 量 Х=[х, х,, --х11, ЖО BD YE x, 
使 作用 于 物体 的 功 为 最 大 。i = 1, 2, =, no | [ 

2. REH ТЖ ТИТ Ы, 

` Ë хі>0, х,>0. 
x+ (х;-1)2-1<0, (х,-105%х,4-1<0, 
XL+ (x. —1)%—-1=0, ху %х,!-1<0, 
ataO, хұіху- 1-0, 

5. ЖЕНИЖОК. ӘЖ, ШАЛА К, ME 
面积 为 А СА = MHR + ЕШ) „ RIZA ys ЛЕ БИЧ, 

4. 一 个 交流 电路 ， 负 载 阻抗 为 КЮ,+]Х„, BEREH E 3 
E /0"， 电 源 内 阻抗 为 Riti Xo W R. R, Xo E 均 为 给 定 ， 
求 最 优 的 F, 使 负载 有 功 功 率 P 为 最 大 。 试 列 出 该 问题 的 数学 模 
型 。 

5. 已 知 某 试验 结果 为 

x 1 2 3 4 5 


л бз Сб 
е . . 


g(x)|3 5421 | | 
ЯҢ F K£ MA р(х) = ах tbx +c ЗЭВ gix), Ж а, b 
Асі х=2, 3, 4, 5 各 点 误差 平方 和 为 最 小 , 已 知 x=1 时 
p(1)= 9(1), 
试 列 出 该 问题 的 数学 模型 。 
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зі ”经 典 最 优化 方法 


经 典 最 优化 方法 包括 无 约束 杉 值 问题 和 等 式 约束 下 的 笨 件 极 值 
问题 的 各 种 求解 方法 。 

НЖЖ fOX)= f(xi,xX2，… ,x,)。 无 约束 极 值 问题 是 没 
有 任何 约束 的 情况 下 求 ЛОХ) 的 最 优 值 。 最 优点 Х=Х*, X 21 
п 维 列 向 量 : 

X =[xi, x; ла 7, £ ЖШ y E, 

即 X€Esj E" 为 n 维 实 欧 几 里 得 空间 。 

fO X"*) 表示 国 数 f(X)》 的 最 优 值 ， 即 极 大 值 或 极 小 值 , 极 大 
值 问题 可 以 转化 成 航 小 值 问题 ， 因 此 ， 除 特别 注 骨 的 以 外 ， 本 书 中 
关于 最 优 值 就 指 极 小 值 而 言 ， 

由 侵 值 理论 我 们 知道 ， 为 了 求 得 ON) 的 极 值 ， 变 量 X 必须 
满足 某 些 必要 条 件 ， 如 果 不 满足 这 些 条 做 ， 就 木 是 最 优 解 。 因 此 最 
优化 的 必要 条 件 是 在 否定 意义 下 使 用 的 。 为 了 验证 X 是 否 最 优 ， 
ARHI S/O 是 极 大 还 是 极 小 ， 应 进一步 确定 充分 条 件 。 数 
学 上 经 典 的 极 值 理 论 一 一 即 求 可 德 函数 极 值 的 必要 和 充分 条 件 ， 已 
有 几 百 年 的 历史 了 。 | 

如 果 最 优化 问题 中 规定 了 某 些 等 式 或 不 等 式 约 束 条 件 ， 则 求 函 
数 极 值 问题 是 有 约束 的 最 优化 问题 。 经 典 的 极 值 理论 包括 等 式 约束 
前 最 优化 问题 。 不 等 式 约束 可 以 化 成 等 式 约束 。 

例如 ; axb, MAWALA о, A ax +v=5， 变 成 等 式 约 求 ， 
о 也 是 待定 的 一 个 变量 。 

最 优 控制 〈 或 动态 最 优化 ) 问题 是 求 目标 泛 函 的 条 件 极 值 问 
题 ， 但 是 这 类 问题 的 求解 方法 也 是 以 经 典 极 秆 理论 为 基础 的 。 
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最 近 30 年 对 不 等 式 约束 最 优化 问题 的 研究 得 到 了 一 些 重要 的 
结果 ， 可 认为 是 极 值 问题 的 现代 理论 ， 经 典 理 论 可 以 看 作 是 最 优化 
问题 现代 理论 的 特殊 情况 ， 经 典 理论 比较 简单 ， 明 确 ， 因 此 我 们 先 
介绍 经 典 理论 的 结果 。 


Š 2-1 无 约束 极 值 


我 们 先 研 究 没 有 约束 笨 件 时 ， 函 数 在 定义 域内 存在 极 值 的 必要 
和 充分 条 件 。 对 于 最 简单 的 情况 即 一 元 函数 的 极 值 条 件 只 作 简 要 的 
复习 ， 以 便 过 渡 到 多 元 函数 的 极 值 [ 注 ]。 

图 2—1 表示 定义 在 区 间 (а, b] 的 一 元 国 数 f(x), x* Ж 
BERA f(x) 的 极 小 点 ， 则 f(x*)》 可 以 看 作 是 f(x) 在 区 间 
(а, b] 内 的 全 局 最 优 值 〈《 极 小 值 )， 因 为 图 2 一 1 所 示 的 单 变量 函 
数 是 一 个 单 凡 国 数 。 


— =з к= — = — ба м- 


с 
м 


在 区 间 Та, ó] ARAE EA 3k КҚ 643374621 
图 2—1 图 2—2 
REIT, f(x) 可 能 是 多 峰 函 数 ， 如 图 2-2 所 示 ， EE 
ХА [а, b] 区 间 内 ， 有 三 个 极 小 点 1，4，6， 其 中 点 6 是 全 局 极 


[ 注 ] 一 元 函数 即 单 变 量 函 数 ， 记 作 /Gz) 。 多 元 函数 即 多 变量 函数 ， 记 
СЕ FX) R Sn ж, +++, в), 
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小 ， 而 点 1、 点 4 为 局 部 极 小 或 称 相对 极 小 。 它 只 表示 和 这 些 点 的 
附近 邻 点 相 比较 ， 它 们 的 函数 值 是 极 小 的 。 但 是 从 区 间 (а, 5] 全 
局 来 看 ， 点 1 和 点 4 就 不 是 极 小 了 。 同 理 图 2-2 中 ， 点 2 和 点 5 
为 函数 fx》 在 区 间 Га, 6] 内 的 相对 极 大 点 ， 而 点 3 和 点 7 则 称 
为 拐点 。 

在 极 值 点 处 的 函数 具有 以 下 性 质 : 

如 果 f(x) 在 Га, b] 内 处 处 有 一 阶 导 数 CO MEIA), 
则 极 值 存在 的 必要 条 件 为 ; 

Г(хус0 (2—1) 


Ш (2—1) 式 解 所 得 的 点 称 为 驻 点 ， 在 驻 点 上 ，7(x) 的 切线 与 x 
轴 平 行 。 但 是 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 ，( 其 中 还 包括 拐点 )， 极 值 点 一 
定 是 驻 点 。 图 2 一 2 中 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 均 为 驻 点 ， Щр 
点 3 和 7 不 是 极 值 点 。 | 
因此 ， 要 用 充分 条 件 来 检验 驻 点 是 不 是 极 值 点 以 及 极 值 点 是 极 
大 点 还 是 极 小 点 。 
一 元 国 数 极 值 的 充分 条 件 为 ; 


dfl _ i 

dx Е =0, | 

2р | 

л | >0, х" Ж f(x) 极 小 点 。 (4—2) 
х* | 

ағ | ; | 

ЕР! Е <0, х* 为 fix) 极 大 点 。 | 


TERNE CRR оя ПИРИН, Ал АЧ ВИА 

的 充分 必要 条 件 可 以 很 快 推 时 出 多 元 函数 (n 维 变量 ) 的 极 值 条 
件 。 
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图 2 一 3 表示 三 元 函数 的 等 
高 线 fixo xa)=0, PURKE 
单 峰 函 数 ， 其 极 小 点 就 是 全 局 极 
小 ， 位 于 原点 。 《 极 小 点 实际 上 
是 谷 虚 而 不 是 峰 点 ) o 

图 2 一 4 Жл КЕ Z i É 
Ж, 对 点 1 说 ， f (xi, x) = 
2000 是 全 局 极 小 ,而 对 点 2 说 ， 


fal xis Xi) = 1000 是 局 部 极 小 。 二 元 单 峰 函 数 
жз, BaH JURINE FE ІҢ 2 一 3 
X; 
2, #.= 1000 i 1, {,= 2000 


лЗ k 4% Jali, #2)=2000 2144, #2) = 1000 
| 图 2-4 
如 图 2-5 【〈 单 变量 函数 中 的 拐点 与 鞍点 类 似 ) o 
和 一 元 函数 类 似 ， 如 果 在 二 元 函数 /(х, а) ӘЙЕЛІНІҢ 
数 曲 面 的 切 平面 ， 必 与 хх; 平面 平行 。 假 设 /(х, x) 的 一 阶 
篇 导数 都 存在 ， 且 函数 连续 ， 则 极 值 点 的 必要 条 件 为 ， 


д 2 
ТАЙЫН 或 记 作 (2—8) 
25. %- =0 Лаб» ха) 0 


+ 28 • 


满足 上 述 条 件 的 点 为 驻 点 。 
(2-3) 式 也 可 写成 梯 HE 形式 
Убх х) = 0 

式 中 梯度 向 量 : 


VÍ (xi, Xs) = 
[ОШ] ao 


Әк) Әх, 
, 


I [J] flxi x )= x- хі, 
驻 点 条 件 为 ; 


即 原点 (0，0) 为 驻 点 ,在 
该 点 附近 ， f C, Xz) J 11 E 
Қ, ВОКАЛЕ, ШИЖЕШ 
Їйї EA 2—6 所 示 ) , 


[Ge Xe) 


КОХ у= ку! R ла ЛЖ EE 
图 2-6 FJ 2-5 
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检验 二 元 函数 极 值 的 充分 条 件 可 如 下 导 得 ， 


对 图 2 一 7 所 示 单 变量 函数 ， 在 极 值 点 x* ЭЛДИ ЫШ 
数 ， 取 三 项 得 ， 


A df. 
Гбх) = Рх) у, r Ax 
14%] 
P Tas m (Ax)? (2—5) 


式 中 ж=х*+/Д\х i 
A (2—5) 称 为 国 数 f(x) HRE ~ 


х* x* Ax x 
展开 式 。 РОР -元 参数 最 优点 xs 及 其 
同 理 ， 图 2 一 8 Шола Ш AMER xx 十 人 zx 
以 用 向 量 形式 表示 其 二 次 近似 泰勒 展开 ІН 2—1 


式 。 


了 2 人 和) 人 一 一 一 一 


та ma pas nea ap mi e 


— a жы эч e 


-元 函数 最 优点 的 几何 表示 


ре 2—8 
.30. 


FX = f(X*)+[Ç ООР»АЛХ 


+š(AX[ÍV*/0(X)]x-AX + 00е) (2—6) 
Жир РХ) = (xi, х) 
ХХҒ АХ 
хі 
Х = 
Xz 
Ax, 
АХ- | 
| Ax; 
af Гәр әр 
у/«ху-(%) - | 
> 
07 әу 
| 2: f Т. Jx дх,дх» 
VFX) 9° се Р гр 


ӘхіӘх; | ЕТЫ 


A=:f(X)|x=x 是 二 阶 偏 导数 矩阵 ， 是 2 x2 对 称 阵 。 称 
为 Hesse ЖЕ, 

0(e) 为 高 阶 无 穷 小 。 

式 (2—6) 的 展开 形式 为 ， 


of | af | 


Хх; + с 
дх Q x; | 
i EFi ы Бы 


убх xs) = f (x,*, х;*) + Ax: 


Ax Ax 
ыты 


1( әу TRA 
с %% Әх, 


Of 
© ex 


Ax ) (2—7) 
жа” 
Х=КХ* В, УХ) |х = 0, H (2—6) 式 可 得 
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fOX)= fOX*) + (АХА АХ (2—8) 
ЖЕТ Cx xO), АЖ. | 


б 4% 
Vf (X= A= | | 


а Ozz 
式 中 Qi2 = G210 
м А REER, Шаш >0, | бы хы = а@ь— ah 20, 


则 FOOSE), HI AA 为 极 小 值 。 
可 以 证 明 ， 当 А 为 负 定 阵 时 ， 
f(X) 之 fCX*)， 即 fCX*) 为 极 天 值 。 
[@ 11 ў 


fO ХОХ +BTX +C (2—8) 


Q 8, B 为 常 向 量 ，C 为 常数 。 
ҮКХ)-ОХ«В-о, НН, 


=- QB (2—10) 


Hesse E А=у/*](Х)=О, О 为 可 道 阵 。 
Ж Q JEZE (О AEZ, ETR, M 
Х*= -QB 
为 函数 /OX) 的 极 小 值 点 ，/(X*) =C- 5 В70-1В, 
[ 例 2] | 


1.1 
РХ) = ХТОХ 2-| | 
-i 4 


由 例 工 可 知 B=0 时 ， Х* —=0, 这 是 驻 点 ， 是 否 是 极 值 点 用 


[ 注 ]: 正定 和 负 定 的 定义 及 其 判 乔 方法 见 本 章 $ 2—3, 4 EZ, M 
ЖА») 为 极 小 值 的 证 明 见 本 节 附 录 。 
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Hesse 阵 的 正定 性 来 判别 。 现 在 ，deiQ =32>0, qu = 120, QE 
Ж. А-%, SoA 为 正定 ， 因此 Х= 0 为 极 小 值 点 ， ХФ) = 0 


[ 例 3]: 
f(X)= — 10х,2— 12x, xz — 4x3? 
(Хә-і-20х,-12х;, -12х,-8х,|Г7-0 


解 得 驻 点 хұ-0, %:-0 


7 202712 
a= vo + | | 


-12 -8 


ет 


а11<0, 44 =160- 144 = 56>0, А ARE, Х*= 0 为 极 大 


Елі, BAB fX -о, 


附录 :二 元 函数 极 值 的 充分 条 件 
H (2-8) 式 得 ， 


f CX*+AX) -fCX*) = FCAXITAAX -D 


人 
р 8x 2 Әх9х; au айу; 
=, i = артса 
af- f а, G22 1» И К 
| Әхұдхә əx? | 
x ç 7 X=X* 
H (2—7) Ж; 
vn T -_ 1 Pf Axı 
D => (AYA ДА С (а=) 


3 ČI (Аа 41 
axx A x; PER 


1 
= y Aw ant? + 2а\1 + az] 
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ТЛ? 


x 
ipen Flt) =a,t2 + 20t ғаз; 
(а) 


如 果 Х* 是 极 小 点 ， 则 不 管 Ал. Ax: 如 何 变 (当然 变化 
ВАВА), D>0, MZA FOO 不 应 变 号 。 即 (1)>0 或 
F(#)<0, ТАР 0。 

Жау, Ксосац?%2а,4 tas = 0 不 应 有 实 根 。 

BH; «‹2а,;)%-4аа»„<0, Ш 


| 84 д; | 
де А = | >D, 


аа ақ! 
为 保证 det 4>0, Ша, 必须 与 a, 同 号 。 
У Лазо, 2-41-07 (Ax, 因此 an = 2,5 
D 同 号 ， 同 理 а, 也 必须 与 D 同 号 。 
因此 ， 二 元 函数 极 值 的 充分 条 件 为 ; 
Х7](Х)|х+=0, 
detA>0。 
an>0 bh, Х* 为 极 小 点 ( 即 А DERM) ， 
а1<0 М, X* 为 极 大 点 ( 即 A 为 负 定 阵 ) 。 
多 元 函数 f(X》 的 极 值 条 件 可 以 从 二 元 阐 数 极 值 条 件 推 广 。 
ХӘ Х-іІхі, ха, 6, Xa], СХ) = јх ха» “е; х) 


HOTARE 2 n жн + ЕНЕ. 
Жж fO X) 在 Х* 点 的 泰勒 级 数 二 次 近似 式 为 
АХ) = Хе) Чуе) AX 
+ «АХУААХ ; (2—11) 
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I 
54| of afn 2E 


Ox дх, ” Bx -> 
2 2 в Хех* 


АХ = [Axi Ах» ©, Ах„]Т 
f f af 
| əx дхдх, дхудх„ 
әр Pf. 2°} 


:= ышы, š Я osea eeeeeaaa - 
Á =) | хехе = ; дх.дх› Әх; дх,9х, (2—12) 


н ^ 
(Әх,дхі Әх,0хҙ дх,2 


X=wX* 
PRAY n yu a ЖР, HFH Hesse 矩阵 。 
式 (2 一 11) 的 展开 式 为 ; 
f(x1s Xas 7"; хь) = f(x *, ж”; wewe i хы) 
n af | 1 яп n af | 
+ дх; То 2 2 > > АҒЫ + „же! 


则 x PARRE EKAI Ж ЯП зА Ж Е, 
X* ARAUERA Vf(X) к= 0 
充分 条 件 为 V f(X)|x+=0 . 
ЖАЯ БО 二 次 近似 展开 式 的 Hesse РЕ (2—13) 
ш А AEE, X* 为 极 小 。 
А 为 从 定时 ，X* 为 极 大 。 
А 为 负 定 的 条 件 为 С, $ 2—3); 
2 detA,<0, ісі, 3, Б, сз, 
Че >0, ї=2, 4, 6, "o 
其 中 detA; 为 4 的 左上 角 主 子 行列 式 。 
WEAR X) 可 用 解析 式 表 达 并 且 可 旺 ， 则 可 用 解 非 线 性 
联 立 方程 组 的 方法 (例如 Меолоп-Барһзво Ж) 求解 VJX) 
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=0 得 驻 点 ， 可 能 得 到 许多 解 , 我 们 可 以 逐个 地 计算 Hesse £ A, 
以 判断 哪个 是 极 大 点 ， 哪 个 是 极 小 点 。 这 一 方法 称 为 解析 法 (或 间 
接 法 ) 。 

变量 数 较 多 时 ， 计 算 Hesse 阵 是 较 困 难 的 ， 因 此 解析 法 求 最 
优 值 一 般 很 少 用 。 用 得 较 多 的 在 数值 计算 法 。 


Š 2-2 和 多 变量 画 数 的 微分 运算 


在 求解 最 优化 问题 时 ， 常 过 到 下 述 微分 运算 问题 ， 如 时 变 向 量 
《或 矩阵 ) 对 时 间 的 求 导 ， 多 变量 标量 函数 对 向 量 RARO 的 求 
导 ， 多 变量 向 量 函 数 对 向 量 (RER 的 求 导 等 。 

下 面 列 出 几 个 常用 的 多 变量 函数 求 导 规 则 。 


一 、- 时 变 向 量 (Еу) йын: 的 导数 
1. 设 Хе) Ал ЕРІН, 
Х(Ф)=[х\(Ф), (1), <<, ХАС 


| еру ЧАС). 
则 X(t) уу 


=[а4(!), АСУ), “чу, АСЫП (2—14) 


2, Ж AG) 为 mxn [К ЖЕН, 
(Gult) Gjalt) езен а?) \ 
Жазылады eh чи =» 0) 


^а, (t) аға Сі) ыны dmatt ) / 


А0) = ЕЗ = Га ОР (2—15) 


3. W AG). БО) 为 nx n МУР, 


d | ала) , аво) 
И ТАС +80015 + 
(2—16) 
— [AG B= LAD Bey + да) ВОИ? 
4. 设 АСР) ЖЕН, АСР) АЛЫ ЛЕН] Ek sk E RE, 
Wo ТАСА] sW layan 500 (2 一 17) 


[ W] ° ДХ‹со]=ХТтЮрР G) 


a 27 S [Xr Pa XG] = ТЮР) Ха) 


+XT(I)P(G(0) ХО) + KTC P(E) NXE) 


因为 ХРО) ХО) 为 标量 ， 故 有 [XTGOPG)X(D] 
= 让 7T(t) 忆 CH) 天 (ft)， R X7GOPG)X(1 = ХОРООХ), 
所 以 S [XTOIPOY Ха] =2X7 (PH) XG 
+ XP XH), 


二 、 标 量 另 数 对 向 量 求 导 


设 146,6 жп 个 变量 Xis Хі) s Ха 的 函数 ， f(X) 为 标 
E, X X жп 


Gia 
定义 /‹Х› 对 X 的 导数 为 
43937» 


аға _ OX, 


С 为 函数 FOX) 的 梯度 ， 记 作 


Tr/ XI zgrad f(X) = 100, 


而 ЧОО. E С ін af 
ах? | Әхі” 9%,” Б; Q x, 
арх) _ df( X) 
从 而 有 САХ -| ах” | 
下 面 儿 个 例子 所 得 计算 结果 是 常用 的 。 
[ 例 1] fO(X)= XTX = x: + xt + s + X, 
2} E 
дх\ 
| “2yX1 
a 
дх» ` 2х; 
HO.. А = =2Х 
; | | 
; ! PAN 
Bf | 
GETI 
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[ 例 2] РХ) = ХОХ 
X 为 n 维 列 向 量 ，Q 为 пхп 实 对 称 阵 ， 当 О 为 对 角 阵 时 ， 


则 a 
| әр ( 24151 
ARX L аа z 3 
ах = ¿ al : =2Q X (2 18) 
i қ i А 24,Х, 
әр | 
Í Әх, ) 


Q=7 时 45-2Х, MOL 8, 


=[2@1Х1› 292%» +, 29.х.])=2Х70 (2—19) 
Ж Q 不 是 对 称 阵 ， 一 般 情 况 下 可 表示 为 


9и 912 91а \ 
| 
Фі gaz G2n 
Q= | 
аа.) | 
i | 
"9 dns Gna i 
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可 以 证 明 ， 这 时 有 / 
АНД a. Qx+Qrx РТТ 
以 二 阶 方 阵 为 例 ， 设 
qu 912 хі 
2-| | 9 44421» х=| | 
Qa 922 Хә 


Хх) = ХТОХ = дух + (ди + 921) XX, + 2245? 


сәј 
аң | A -| 24иХа + (Qu + 91)х2 | 
65 BA (912 + 921) х1 +292252 
Xa 


© 
wJ 
м © 
х с 
шо +С 
- ++ 
ъъ һа 
二 一 一 
rn 
a Б 
tò - 
— 

H" 


| 9115. + 9122 | 
4даХі% 9222 
| Чи 921 х; 91:51 + 9212 | 
x QTX = = 
912 922 х2 912051 + 92202 
F 29ихі + (Qu f 921) х2 df 
Юй  QX+QX= - 
(qu +921) Xi +24@» 


[ 例 3] БАЛ X 均 为 n 维 列 向 量 ， 其 中 向 量 Х 为 变量 ，4 为 
Жын, NAmE АЯ. 


ATX = À,xy+ Ах, + ry 
д; \ 
АТ А, 
аы ; ІШ (2--21) 
А, 


[ 例 4] л X 均 为 4 维 列 向 量 ，Q 为 nxn ERER, ЖШ 
“40+ 


со-лох 为 标量 函数 ， 
ЖН. (QX = АТОХ 
АТОТА = ATO X 
故 有 
ах) а 
ах dX. 
三 、 向 重 函 数 对 向 量 求 导 


ІНІЛЕРІ 


Fog- POD 
< СА» ; 
Жр LOO Hn х, хь. 


i=], 2, ~", то 
定义 偏 导 数 矩 阵 为 
fı 9f 
| дх, Өхз 
dF(X) д}: | Bf 9}, 
dx а дх; = дх, дх; 
\ дх, дх› 
式 中 і-1, 2, e, т, j=l, 2, eeey Mo 


(2—23) ARAWE CJacobi) RE, 
同 理 可 得 


x = РАСХ ФАР 


(ATQX) = f X QTA) = ОТА (2—22) 


“ол 的 标量 的 数 ， 


(2—23) 
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afi fa n д!" 
дх, Oxi дх, 


ағтахә | 2 Bha ЖТ 2} - |25 
ЖАС “түк 27% ` | [x 


fi аһ, fn 


A Эх, ах, w"....... pp | 


EY (ағоо | 
А ах "| axr 
[ 例 1] 设 | хі | 
үз 
Хә J» 
=й", ШЕ 
ш 7- = = 
dX а X 0 1! 
了 为 单位 阵 。 
[ 例 2} Ж ү A, ~ С ац ау Gim 
I A, | a21 C, аз» 
А = š | Аз. ыла 1216 ке mest ss 
Ж А, ) ` аш Саз Gam | 
АТА 为 т 维 行 向 量 
dÀ” А 
E 
设 n=m=2, 
| ап о 
АТА=[А, А] = [Аа + Ааш, 210” + Аза) 
а 43; 
则 ДАТА алі G 
жек ШЕ =; 
Па 02 


. 42 > 


(2—25) 


读者 可 以 自己 证 明 A. 


82-38. Ж ФИ 


二 次 函数 是 最 优化 问题 中 很 重要 的 一 类 函数 。 在 静态 最 优 和 动 
态 最 优 问 题 中 有 很 多 目标 印 数 是 二 次 型 的 ， 或 者 虽然 不 是 二 次 型 ， 
经 过 泰勒 级 数 展 开 ， 取 二 次 近似 ， ж (2—11) 式 得 到 的 是 二 次 本 
数 。 以 后 我 们 将 会 看 到 ， 一 般 国 数 在 极 值 点 附近 可 近似 用 二 次 函数 
表示 ， 越 是 接近 极 值 点 ， 近 似 程度 越 好 。 如 果 一 个 非 线性 最 优化 算 
法 对 二 次 型 有 效 ， 则 对 一 般 型 函数 也 是 有 效 的 。 因 此 讨论 二 次 型 问 
题 有 实际 意义 。 

对 于 线性 函数 〈 或 称 -- 次 图 数 ) 可 表示 成 如 下 形式 ， 


FEX) = bx + Бохь нн. +b,x,= BTX (2—28) 
= [bis b;, сез", |), X = [x i, х, “е-е, a] 
在 二 维 平面 (п=2) 十 ， 一 次 函数 是 一 条 直线 ， 三 维 空间 (п 
=3) 中 ， 一 次 函数 是 一 个 平面 ， 三 维 以 上 空间 中 的 一 次 函数 则 称 
为 超 平面 。 
二 元 二 次 函数 ， 可 用 下 式 表 示 ， 
ЇХ) =Gaitxi2 二 21yxXiX2 + aX? | 
FREN: СХ) = XT AX 


(2—29) 


(2—29) 式 称 为 二 次 型 ， 式 中 Х-ім к], 4=| | 


“А 为 单位 阵 时 ， (2—29) 式 表示 的 二 KUAN, 人 AE 
ZRI, Бҗл—-1ШЩҢ. 
推广 `# н, Xx = Га Ха, “езт, х.) 


44. 


š ОХ) = бхр хә see, Xn) 


{аи а, un Gin \ 
аз G22 ңң" 02% 


\ бл алд “* Onn 
\ р, 


则 ОО ХТАХ Z Z assis аптаны 02—80) 
ате вез јар 0-0, тн, = EE, E 
Эчт ВОВЕ. И Е ЗЕКЕ 83k. 
对 于 二 次 函数 Охх) = K tax tbx +сх + ху tex, 
可 写成 简化 形式 为 


РХ) К+ ВХ + XTAX (2 一 31) 
2а b а 
, 式 中 ЖЕ В= 
b 2с е 
(9 1] | ЇХ) =ахџ + 2bx ix, + cx t 


a b 
бр. 
b с 
则 用 二 次 型 表示 ，f (X)= XT AX 
ИЯ 2] ХСХ) = x2+2x + 3х3? 


用 二 次 型 表示 为 
| а | 1 0 0: 
1(X)= XT АХ, Х-(Гхі» ху, хз]? A= 0 2 O 


0033; 
н, 


在 讨论 多 元 函数 极 值 的 充分 条 件 时 ， 我 们 用 到 Hesse 阵 是 否 
正定 这 一 判别 方法 ， 正 定性 问题 在 最 优化 理论 中 是 常用 的 ， 现 在 我 
们 来 讨论 二 次 型 的 正定 性 及 共 判 别 法 。 

定义 1， 正定 二 次 型 

除 X =0 (В хр=х;=з-ее=х„=0) 以 外 ЗІНІ X B, 
XTAX>0 ( 即 二 次 型 为 正 )， 则 ХТАХ 称 为 正定 二 次 型 ， 4 称 
为 正定 阵 。 


[ 例 ] ХХ = 2 “ie>>0， 所 以 是 正定 二 次 型 。 这 里 4= 了， 单位 
阵 为 正定 阵 。 图 2 一 9 表示 /(Ху= x+ sa 为 正定 的 几何 范围 。 


ЕЖЕЛИ А 半 正 定性 几何 图 示 
图 2 一 9 图 2—10 
定义 2. ФЕ К 
对 所 有 Хо, ХТАХ ЯЕ, |І Х”АХ;>0, ШК АТАХ 
为 半 正 定 二 次 型 ，4 ЖЕЕ ЧЕЗ, 
[BJ] Хә = (xit x) 
当 x= -x М, /(Х)=0, ЖЩ 2—10, MA СХ) 为 半 正 定 。 
定义 3， 负 定 二 次 型 
除 Х=0 外 ， 对 所 有 X, ХТАХ< 0, HHR ХТАХ 为 负 定 


[ 注 】 半 瑟 定 也 可 称 为 非 负 定 。 
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二 次 型 А 为 负 定 阵 ， 显 见 ;, € ХТАХ 为 正定 二 次 型 A 
- ХТАХ 为 负 定 二 次 型 。 
ІНІ ХӘ) = -x 一 (3x1t+2x2)?， 显 然 为 负 定 二 次 型 。 因 为 除 
x=0, х„=0 以 外 所 有 хі. x, 值 均 使 /(Х)<0„ 
定义 4. ” 半 人 负 定 二 次 型 
对 所 有 X жо, XTAX <0, МЖХТАХ хрр на, 
定义 5， 不 定 二 次 型 
如 果 对 某 些 ХАН, 二 次 型 
ХТАХ 为 正 ， 而 另 一些 X 值 ， 
ХТАХ 为 负 ， 则 称 ХТАХ 为 不 
定 二 次 型 。 
(941 fO X) = x — х)? 
|х|: BF, f(x) ЭЛЕ, lxil 
«|х. Rf, f (X 528, ЗВ 2—11 , 
А aat 是 不 定 二 次 型 。 
[BJ] F(X) = хо, 不 定 二 次 型 几何 图 示 
xi= —x, BF, /(Х)=@, 图 2—11 
а>-ж 了 时，f(X)>0, | | 
х1<- x, FF, /СХ)<0, 
2» КОХ) 为 不 定 二 次 型 。 
二 次 型 的 正定 性 可 根据 实 对 称 插 阵 А 的 特征 值 为 正 或 为 负 来 
Эд, фр Sylvester 定理 判别 。 
Sylvesester 定理 
二 次 型 为 正定 的 充分 必要 条 件 为 ， 方 阵 A 的 左上 角 各 阶 主 子 
行列 式 都 大 于 零 ，n xn ЕН ”个 左上 角 主 子 行列 式 〈 主 子 行列 式 
也 可 简称 主子 式 ) o 


ПЕ) 举 负 定 也 可 称 为 非 正定 。 
"48 • 


[ 例 ] а аз аз \ 
A=| ад аш аз 
Gat 4%; Gss / 
ау а)! 
左上 角 各 阶 主子 式 а4>0, А и | >0, detA>0, Mil A 为 正 
21 62%: 


定 阵 。 
[ 倒 ] тою -5 txt 5xs° + 4хух; -8хіх;- 4хахаш XTAX 


| 5 2 -4 
X7=(x x xs), А=| 2 1 -2 
\-4 -2 5 


ај 41: 
ац-5>0, , =5- 400, detA = 150 
6821 Go 
СХ) 为 正定 二 次 型 。 
负 定 二 次 型 的 判别 法 如 下 : 


1. 设 А 的 左上 角 各 阶 主子 式 用 det A, Жж, 
Ж i=1, 3, 5, ---- р, 4е-4,<0. 
і-2, 4, 6, ====BF, det.A;>2 0, 
则 4 为 负 定 阵 。 
[И] FX) = -5x 6x- Axs? + Ахух„ + 4з = ХТАХ 
(5 0 4 | 


б, еле) 
|4|--65<0 
1-4,| -802>90 


[43| = det A = —120< 0 
РОХ) 为 负 定 二 次 型 ，4 为 负 定 隆 。 
2. 负 定 性 也 可 以 如 下 判别 ; 
-人 。 


二 次 型 ХТАХ 为 负 定 的 必要 与 充分 条 件 是 ~ А 为 正定 。 上 
яж, 


-5 0 Á, 5 0 -4、 
A=| 4 -6 0| ，-4=|-4 6 
2000 -4/ о о 47 


ШІ, -A 是 正定 的 ， “ө A 是 负 定 的 。 | 
用 和 矩阵 А 的 特征 值 来 判别 二 次 型 XTAX 的 正定 性 ， 有 如 下 
Ж: | 
пхп ЖАР А ЖЕЖ, ШЕ л TREE 4; 均 大 于 
Ж,1-1,2, з, п. 
А; 可 由 41 -Al =0 Ж, ІЛІ- A 为 特征 多 项 式 。 CEE 
阵 47- А 的 行列 式 。 | 
Ж А 为 半 正 定 ， 则 特征 值 2,>0, іс1,2,--, nə 同 理 若 
А ТАЯ, 则 其 特征 值 均 小 于 零 。 车 特征 值 中 姘 有 大 于 零 又 有 小 于 . 
零 的 情况 ， 则 4 为 不 定 。 


[BJ 1] үе 


0 0 4 
5 0| 504. 
үң Sylvestor 定理 ， 5>0, | 29; 4 6 0 >0, 

u А 0 0 4 
故 知 А 为 正定 ， 现 用 特征 值 来 判断 ， 
(А-5 0 -4 1 

е -4 А-6 0 Kunu - 6004-4) =0 

0 0 А-4 ! 


特征 值 А,=5, А,=6, Аҙе-4 Жу>0, Ж А 正定 。 
ИЯ 2] P | | | 


1 1 
4 48: 


А-1 -1 
11-4 -| i | 


HE, А 为 半 正 定 阵 。 
[ 例 3] а 20] 


|АТ-А| = 


0| 
[= ACA +2)=0 
+ 


А,=0, даш — 2% 


”所 以 А 是 半 负 定 阵 。 


[ 例 4) b Й 
А 
; (0-і 


4-1 0 
JAI -A| = | =(4-1)(4+1)=0 


0 34-1 
Ау=1, Аз = ~ 1, 
所 以 А 是 不 定 阵 。 
下 表 列 出 实 对 称 nxn ЖЕҢ А 正定 性 的 条 件 。 
(4 为 左上 角 各 阶 主 子 式 [ 注 ] Ош, i=l, 2, 
= Ж) 特征 值 | 充分 必要 条 件 
Е Ж) КРФ | 14.|>0 


= (АА) 51А 24=0 


ө“, n) 


半 正 定 都 不 小 于 办 14]=90, (A>, 2,4“ 


ИТЕН 


29. 


=l, 1 


жай MURAT?  lA=0, i4) {S0 - 


„| аяк їй ° 
Жж КЕКЕ ТОШ 


.49. 


前 页 ІН! 本 书 中 定义 的 左上 和 角 证 子 式 与 十 子 式 是 不 同 约 。 左 土 角 主子 
式 或 称 须 序 主子 式 ， 其 定义 为 ; 
‚їп em e ay 


IQ 4з сс а; ` ді» аў 
ОРУ, 

| 

| 

1 


41 Ziz v опу 


о DO ПЕРЕ 0 0. 
例如 ”A= ee dt ар 


0 —1 
0, ПАЛЕ, паған. MRTA, Aal MI EO аз 
---і, А 
Ei, ЭСТЕНЕ ЯЛ ео. 所 有 主子 式 为 非 
й. Й А= І а BEFRI 2, | Е: 因此 是 半 正 定 
阵 。 由 上 表 所 列 条 件 可 知 ，141 一 0，13i 一 2>0， 问 样 可 州 定 为 半 正 定 阵 。 
TE е ДЭННИ ЖУ РЕОН АЕ ЗР АНТЕ, „ЕЙ! 


а= | ‚|. 4150. пао, титл, тл fr kost 0, 
| 0 0 | 
Ë |. —1, ВАГА f yE RE, 


§ 2-4 等 式 约束 最 优化 问题 


本 节 的 问题 是 要 求解 实 函 数 (X) 在 函数 定义 域 中 一 个 特定 
(或 称 可 行 ) 的 范围 内 的 最 优 值 ， 可 行 范围 是 由 若干 个 有限 的 ) - 
约束 方程 确定 的 。 称 为 可 行 解 域 。 对 于 等 式 约 束 的 最 优化 问题 ， 其 
数学 模型 可 表示 为 : 


min /С(Х)-/(хі, хы, sees ‚ x,) - 
9:(X)=0, ігі, 2, vene ‚ m, т<п 
由 于 等 式 约束 的 限制 ， 使 可 行 解 域 大 为 减 小 。 例 如 无 约束 极 值 
50. 


的 可 行 解 域 应 妆 是 整个 EB" 空间 ， 对 二 元 图 数 f(x) 说 ， 可 行 
解 域 应 当 是 整个 二 维 平面 ， 有 了 等 式 约 束 ， 可 行 解 域 就 只 是 欧 氏 空 
间 中 的 一 部 分 ， 以 下 简称 可 行 域 ， 用 Жл 
[ 例 1 问题 1, min foxi, xa) 
g(x, X) =(х,- 8)#+ (x; -2)2—13= 0 
问题 2, min /(жі, x2) 
а(х, х)-х%2Х;-4с0 хұ>0, ха>-0 


图 2 一 12(a) K (5) БАЙ ПОН А8, 


Хг 


трт 


ІҢ 2—12 可 行 解 域 
(а) к= (918) (а„—2)°—13=0 (ó) в=81+255— 40), #120, 34220 
ЯСИН ОЛЕН, 1760 年 拉 格 朗 日 首先 提 出 将 
这 种 条 件 自 值 问题 变 为 等 价 的 无 约束 极 值 问题 求解 ， 通 过 拉 格 关 日 
系数 儿 将 目标 函数 与 约束 等 式 联系 起 来 。 数 学 规划 的 许多 近代 结果 
实际 上 是 这 种 占 典 方法 的 扩展 和 推广 。 
一 、 只 有 一 个 等 式 约束 
g(X)=0, R min /(Х), 
‚ 拉 格 了 朋 日 方法 是 构造 一 个 拉 格 衣 日 图 数 
L(X, A)=f(X)+Ag(X) (2—32) 
А ЖОН ЖАН H ЖЕ Ж. 
. Б] e 


因为 00Х) = 0, ЕН Н ЖЕЗДЕ, 也 可 以 为 负 ， 
对 问题 的 实质 并 没有 太 大 影响 ， 而 原 问题 变 为 求 (2 一 32) 式 函数 
тех, А) 的 无 约 东 极 值 问题 ， 显 然 这 与 求 等 式 约束 9g9(X) =0 时 
РОХ) 的 条 件 裤 值 是 等 价 的 。 

于 是 得 驻 点 条 件 为 


ax, і-1, 2, "эп, 
(2—33) 


д1, : 
Іт? ШІ 2<Х)-0 


求解 这 两 组 方程 CR n+1 个 ) 可 得 n+1 ЖЕ хі, хун ен, 
xn 及 4 [ЧЮ {КМ 

Б [ЖИ ЕНД НЕН ЖЖЖ, RAOR шілі( X, 2) 的 无 
条 件 极 值 代替 源 来 条 件 极 值 问题 的 方法 称 为 拉 格 户 日 乘 数 法 。 


[08]. min f(X) =4x+ 5x? 
g(X)=2x,+3x,—6=0 
L(X, А) = 4х, +5х, + À (2x;i + 3x; — 6) 


д}, 
求 驻 点 条 件 ， x = 0, 8xi+2À =0 


ƏL 
Әх, 70% 10х:+ 34 = 0 | 


L 
“ад 50» 2x1+ 3x,—6=0 


解 上 述 三 个 方程 可 得 ， xi = 4， s= 0.84, де р, 
xi*=yg= 1.071, x;/*= Z= 1.286, 
f(X*) =12,857 

‚ 52 ° 


В (2—13) 给 出 了 本 例题 的 图 ЖЕ 

т 果 ， 显 见 最 优点 是 等 高 线 /(Х) = W 

数 与 直线 9(X)=2x1+3x2-6=0 
的 相 切 点 。 

BIENE f(X) = 4x1*+5x2z? 的 无 

条 件 极 信 为 状态 平面 原点 ， 有 约束 时 

f(X) 与 9g(X) 的 相 切 点 为 最 优 


(X) =20 
((Х%) =12,897 
g(X)=0 


Шо 


нң, БЕЛІН ЕЖЕН ED RI ° ži 

点 位 置 。 І 图 2 一 13 最 优 解 图 解说 明 
низ У/(Х)- minj (X)=4r + Bra 

RE, 2} 55. ‚Жу 2(Х)-ч21-Е37а--6--0 


Vg(X) = u, 381, 两 者 在 切 点 上 是 成 比例 的 ， ыз 


“7 (Хы 270(Х9-9 (2-34) 
.上 式 就 是 对 《〈2 一 32)》 函数 L 求 报 小 的 驻 点 条 件 。 


[ 例 ] 电力 生产 量 的 经 济 分 本 问题 
设 有 "个 发 电厂 ， 生 产 电能 通过 输电 线 供给 记 个 用 户 ， 求 各 电 
三 生产 量 的 最 经 济 分 配 规 律 ， 并 满足 用 户 的 总 需求 量 D. 
Ф 己 为 第 1 个 电厂 生产 的 电力 ，i= 1，2，…ns 
f CP, ЮЖ і МЕГ ЕРУ) Р, 的 成 本 ， 
ТӨР), Рі, ==, РО 为 输电 线路 损 类 (功率)。 
本 问题 的 数学 模型 为 


min > ЖОР.) 
Р; #1 
约束 ЖР-ТОО-р 
Х=(Р,, P, "Һ PaT 


. 83 ° 


кинин ай CCX,2)= ® [Рә АХР тох -р | 


ƏL ау, əT _ 
ӘР; “әр; +å- À ӘР; -0 ігі, 2, “., п 


SF 25, Р,-Т(Х)-Р=о 


a йо чи ) 

因此 电能 生产 的 最 经 济 分 配 规律 应 当 是 使 4 值 等 于 单位 功率 
MENRE E 与 输电 线路 损失 因数 :2 一- 1 之 比 。 显然 4 5 X 
的 最 优 值 能 保证 满足 用 户 对 电力 的 需求 。 

[W] 求 非 线性 电 桥 输出 电流 1。( 随 电源 电压 而 变 ) 的 极 大 


值 。 非 线性 电 桥 由 两 个 对 称 的 稳 压 管 和 两 个 电阻 F 组 成 ， 如 图 
2--14, - 


非 线 性 电 桥 | 非 线性 电 祷 特性 
图 2 一 14 图 2—15 Zo=¥(V) 


设 稳 压 管 的 伏 安 特性 Uw= pu) 
Еш ШО=Ш,+Ш„=1»Ё+еф(1„), 
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% Т/І.) Tr)=y(U) СЮР 2—15), 


由 电路 可 得 Us=U,— Up, Га 107 


w) RI 
即 L-2 Be 


因此 本 问题 的 数学 模型 为 ; 
Ф(1.) RI 
max flls, Ik) се жені а | (2—35) 
约束 条 件 Te- 了。 -To=0 
ИЖ РАН Ж 
Llus Га, А) =-р—[Ф(1)-ЕЁ1к]+А(Та—1„-1„) 


K 222 дФ(1„) 
275 Уран 
(2-36) 
НЕ... делі. 
д1 =0, Е Р, 


25-0, 14-1.-1,-0 即 约束 条 件 。 
由 此 可 得 290752 шр, жщ г, 
又 由 О.=107,- Јр 得 R lI = Ф(1,) – НОЇ, +E) 
ko 最 大 输出 电流 1*= pled - RI] 
| (2—37) 


974 Га +I t p plo + ВЫ) 


PERA ш ОПОН ЙИ, EA 
„ 55 ° 


Ож = Га tollau") 
Ro ж ж ж 
> R+ RPU w) + Ка %]+Ф(1„%) (2—38) 


өзін, НТ, MURA AR ЙО 
- 优 问 题 转化 为 无 约束 的 最 优化 问题 ， 而 且 有 一 定 的 物理 意义 ， 它 表 
TARAM OO REREN, RRRA 70 ME, MX 
可 称 为 灵敏 度 。 本 例 中 (2-36) 式 4 =-р— десі). „=, 
即 参 数 变 化 引起 目标 函数 的 变化 。2 “а йиек IL, 
约束 函数 gX) 当然 也 会 限 着 变 ， 于 是 


АСА анх) 


7 А» |. AIAI |у 


但 我 们 希望 系统 抗 参数 搞 动 能力 比 较 强 ， НП ЕВ А яа ся 
优 值 要 变 得 小 些 。4 的 大 小 反映 了 系统 对 参数 改变 的 自 适 应 能 力 。 


=. # m 个 等 式 约 束 

设 约束 为 2/Х0-0 ігі, 2, =, т, т<п 
或 写成 G(X)y=[92 X), а ХО, s a X) =0 
求 min СХ), f(X)= f(x ха» “e Xn) 
БАҒА ТЕЗ АРАЗ = [А., Аа, "=, А] 

LX, A)= РОХАС СХ) FX) +} Ад СХ) (2—89) 

于 是 原 问 题 求 m 个 等 式 约束 下 JCO 的 极 值 问题 等 价 于 求 

L(X, А) 前 无 约 束 极 值 问题 。 驻 点 条 件 为 
21, Я әх) ға 


250 “ЭХ + 和 这 -on 个 
r > СХ) = 0, т. 


. 56 • 


可 求解 п+т 个 未 频数 ， 其 中 有 2 个 变量 Жі» Ж, 5, Ху» 
т ТАЛЫН Н ЖЕ Ar, 22, “е, Ам 

ШЛЕМ, A m 个 等 式 约束 的 代价 是 求解 一 
个 维 数 比 原 问 题 高 m 维 的 最 优化 问题 。 

拉 格 朗 日 乘 数 法 也 可 以 推广 到 求解 振 等 式 约 束 条 件 的 荡 驮 极 值 
癌 题 ， 这 个 问题 留待 讨论 动态 最 优化 方法 时 再 作 介绍 。 

[ 例 】 高 频 恋 波 电 感 的 最 小 重量 设计 

在 设计 电子 电路 中 的 酚 频 滤波 电感 时 ， 假 设 问题 是 在 容许 损耗 
条 件 下 满足 给 定 电感 值 的 了 要求， 使 电感 的 总 重量 为 最 小 。 高 频 电 感 
磁 心 一 般 用 铁 浴 气 。 设 已 知 原始 设计 要 求 为 ; 

电感 量 工 =200 {су 

容许 损耗 Р 0.707 (主要 是 铜 栅 ， 磁 心 损耗 很 小 ,. 可 略 去 
不 计 ) o 

峰值 电流 1,-4.54 

БЕ В, =3500 高 斯 

为 了 计算 简便 ， 推 导 约 来 函数 及 目标 函数 时 假设 磁 心 截面 呈 方 
形 ， 边 长 为 4， 窗口 面积 为 C。 于 是 可 计算 得 

磁 心 截面 积 5.-а: 

磁 心 截面 的 周 长 /-4а- 4/50 

设 绕组 每 下 平均 长 L=21 则 [=8v S。。 

ЕЕЕ ме 


已 知 窗口 面积 c ‚ Ж C= 
4 为 绕组 每 到 导线 面积 ， DAME, Rm ias. 


因此 L= яу/ Se ғау Na 


HAKER 5,-.У4 
则 电感 总 重量 为 
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* BT • 


И/шға0а T Vo= r $a l, + ?oSole т. 
-8ғ,Мд4у/ 5, %ғаұ5, | x. S, + 2) 
AP r, 及 r, 分 别 为 铜 的 比重 和 磁 心 比重 。 


2 
电感 量 L =1:2560М-5, х 10 


с 1.2560№25, 4 
=a S, + РМО 10 А? 


式 中 # 为 磁 心 导 磁 率 。 
损耗 Р-ВЕ-ЙәМ4і,-8ЙрМау S, 
式 中 p 为 饥 电 阻 系数 ，7 为 电流 密度 ， 根 据 温 升 要 求 按 经验 选 定 。 


; ар РМ _ _ 7242,4 


最 后 可 列 出 电感 的 最 优 重量 设计 的 数学 模型 为 : a 
шіп f(X)=8r,N qv 5. + 48 уз. + үң) 


_ __1.256и15, озы 
о ZS ТАЕ 197-0950 电感 值 约束 
95(Х)=8}{%оМа/ 5. -0.7=0 损耗 约束 
gs X) = ЕЕ s. === — 3500 = 0 磁 密 约束 


ж S, + 4w Ngiha 
Х = [5., N, Ин» 9]? 
该 问题 有 4 个 变量 ，3 Ж, БЕК, 
ИЯ] шіп /(х)- TXTAX+BTX, ХЄЕ* 
约束 СХ-р 
С 为 mxn ЖЕЕ, т<п, DEE” 
. 58 • 


L(X, А) =-ХТАХ+ BTX +A™(CX — D), А Ет, 


VxL(X, 23-0, АХ+В+СТА = 0 
М(Х, А) =0, CX-D=0 


ç С i о, А р “С : Ж 
则 | 
, М ЗЕЙ, мМ 存在 。 


三 、 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 解 不 等 式 约束 的 最 优化 问题 


一 个 不 等 式 约 束 条 件 总 可 以 化 为 等 式 约束 条 件 ， 这 时 需要 引入 
松弛 变量 到 

例如 不 等 式 约束 3х1%4х,-650 可 以 化 为 等 式 约束 

3xX1+ 4x,—6+v2=0 

然后 再 用 拉 格 朗 日 苹 数 法 构造 拉 格 朗 日 函数 ， 求 解 其 无 约束 极 
慎 。 这 种 方法 实际 上 又 增加 了 新 的 变量 当 不 等 式 约 
束 较 多 时 ， 增 加 的 变量 数 也 多 了 ， 因 此 ， 计 算 工 作 量 增 大 。 关 于 不 . 
等 式 约束 的 非 线性 规划 理论 将 在 下 一 章 详细 讨论 。 


[ÜN] min x+ x? 
(x -—2)*+ (x; — 3)2<4 
x= 4%; 


加 松弛 变量 只， 使 不 等 式 约束 化 为 等 式 约束 : 
И 


Xi Àx, = 0 
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ЗЕТ Ха» Àu Аз» о) = x? t x A[(xi 2) + (xx – 8) 
—4+0%]+А,[х,®—- 4x;] 


[aL | 
Әх, “2 + 2A (xi -2) +2A;,x i= 0 


ƏL 
ахь =2x, + 2A1(xXs — 3) 一 44s= 0 


上 L 
; DA, = (1 7@#+(х»-3)*#—-4+0®=0 
әр, 
(2257-4564 
aL 
U 24-0 
41=0 或 v=0， 分 别 进行 讨论 ' 
1. Aí = 0, | 
[2x + Az) =0 2 
| 2x2— 444 -0 
е jY ut=4-(si-2)1— (xx 3)? 
(Ахат | 


ШИН Хї=0, х.-%0, 4。=0 
о 无 实数 解 ， 故 不 成 立 。 
2. у-0, 
解 рохо 
a мы 
得 х1*=2, x=] 
或 х\*=3.86, x,*=3.72 
. 60 • 


相应 的 /СХ”%) =5, 
或 FXF) =28.73。 
在 个 别 祖 况 下 ， 拉 格 朗 日 乘 数 可 能 不 存在 〈 见 下 例 ) 。 
[ 例 ] 求 原点 到 则 线 y?~ (x 一 1)?=0 的 距离 为 最 小 。 
тіп y х? + у? 
约束 yavs 
ына аа) 
作 图 得 景 优点 为 x1*=1，»*= 
НЕН Н Ж ЖЕ: 
L=<v xz+y + А[у%—-(х-1)%] 


д1. -1 
-әх = (У?) 20 -3А4(х- 1)? = 0 


| т = (хаф уз) #у+2Ау=0 
aL 
ша 


Жж (1, 0) ҚА, fi: 


1- 4+0=0 
0+ 4+0=0 
0+0=0 
说 明 4 不 存在 。 
约束 函数 g(x，») = y? 一 (x 一 1)* Ж 
1 ðg ` 
| Bx | -3(х-1) 
V9= = 
до. 2y 


0 
将 (1, 0) ЖА, |} 
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ЭЛДАНА АЯ В В LA, А) 的 鞍点 。 
[ 例 ] шіп f(X)=60-10x1— 4x: + X 2 + xx? — хіх) 
Ф ШХЭ-х%ха-8-0 
L(X, A)=60—10x:— 4х + Xi*+ Xe xixy— À (Xr+ xy— 8) 


注意 这 里 用 І(Х, А) = СХ) -49(X)， 即 1 取 负 号 对 问题 实质 
并 没有 影响 ， 驻 点 笨 件 为 : 


aL \ 


Эх, ё 710%2х-х,-Ағ0 
aL 
ed б. te (2—40) 
` ƏL 
BA = X;+ x, —8 = 0 
-2 -1 
У. = 
-1 2 
xı= Atg 
X= À + 6 


可 解 得 xi* -5, x," =3, А*= – 3, СХ) = +17, 
如 果 约 束 方程 变 为 x1+ x2-9=0， 则 х9 =5.5, х.ж = 3.5, 
Аж= —2.5, f(X*)=14, | 


df(X) _-—3 __ 
d e E 
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2 -1 
ІН (2—40) 可 知 工 对 大 pomas A= | i | 
是 正定 的 , 因此 保持 4=24*= -3 不 变 时 X=5，Xa*=3 为 
L(X, А) 的 极 小 点 。 叉 解 (2—40) 式 可 得 ， 
xí“ =8+ À 
Xš = 6 + À 


代入 L(X, А) 消去 Ху, 2, 8. 
ВСА) = – А64 +8 = піп ІХ, А) 


Әһ 
50 = -2А4-6=0, ШЇП 4*= -3 


a.. - 2<0, КЕНЕ X = X* 不 变 时 ， А* = -3 Ж L(X*, 


А) ХА, ААЖ) =17>- fcX), [ 例 毕 ]。 

有 m 个 约束 方程 时 ，4 为 m 维 向量 。 

当 ХЕ, ІП 4=4* MF, І(Х%, дж) 为 ГОХ, A*) 的 
ЖЛ, ц Х= ХФ, WW À ЖЫН, LOX*, АЖ) Ж 1(Х*, A) 
БЖЖ, БИШ CX*, А*) 是 LOX, À 的 鞍点 。 

拉 格 朗 日 函数 鞍点 的 定义 如 5.2) 

T: 
# (Хе, "у 满足 下 述 条 件 ， 
ШІ ОХ, А*) 是 ко А) 的 
鞍点 。 


ІХ%,АУ< ІХ, АЖ) 
<ІСХ,2») (2—41) 
图 2-16 清楚 地 说 明了 较 点 的 /2 拉 格 朗 日 函数 的 鞍点 
几何 意义 。 图 2—16 
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52-6 ШЖК 


МЖ Аға кізе а Ан ні TAREAS. ЖУ 
是 性 与 函数 极 值 的 充分 必要 条 件 相 连 系 。 图 2—17 所 示 的 一 元 函 
#& f(x) 是 下 四 的 Ж f(x) 是 具有 
严格 凸 姓 的 函数 《严格 凸 函 数 》， 显 兄 
极 小 点 x* 在 区 间 (а, b] 内 ,. 这 是 在 
[a,b] 内 全 局 极 小 值 ， 因 此 为 了 判断 一 
个 函数 有 没有 极 小 值 ， 只 要 判别 这 个 函 
数 是 否 具 有 凸 人 性 ， 为 了 判断 函数 极 值 是 
否 全 局 极 小 点 ， 只 要 判断 该 函数 是 否 严 
格 凸 的 。 单 变量 国 数 f(x) ЕНІНІҢ ç 


1691 


фо = — — = — — — 
s m FnP 


х* 


方法 是 Р(х) 具有 二 阶 导 数 ， 且 Ка J0) 
f(x)>0。 图 2—17 
一 、 凸 集 | 


设 D 为 E" PERA, mdlD Б, 
НЕЙ XED, XED, лє xz 
(0, 11, X, K X, Эп ЫШ, Ж 
均 有 

A A ED 


ДК О лик, Ш РВЕ 
意 两 点 Xn X, 的 连 线 也 在 D 内 ， 
则 称 Р E" 中 的 一 个 凸 集 ， 如 图 


Харт 


п-т = 


Xi; Ху Xi 


2—18 所 未 。 Іі X Ж.Х. X, 图 2—18 "Ж 
ВЧ +, 
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Таха орч (2—42) 


表示 区 间 (0, 1] 内 一 切 4 ENBRA X 点 的 全 体 ， 即 连接 Х., 
Х, 两 点 的 线段 。 
Ха xt 


图 2 一 19 说 明了 一 维 人 情况 下 cy 
0 40 2С6(0,0 A=1 


DORER S. 
X = xx + А(х1- ху) 凸 集 的 一 维 解 释 
= Ахі+(1- А)х;, 图 2—19 


图 2—18 h, % 4-0, ХХ, = (| 


Хаз 


Хи 
А=1, Х= Х, = A 


Х%1 


图 2—20 RR-A ERENER ts JEru АО, 


DOIA 


` (a) рф (2) 非 凸 集 (с) 非 凸 集 (а) kr 
图 2 一 20 二 维 空间 的 西 集 与 非 凸 集 — 
=. ТІЛ НЕ 
二 维 空间 X = АХ, +(1-А)Х,, 4 а= А, а,-1-А, Mi 
Х=аХі+е,Х,, а + а, = 1 (2—43) 
X RRA х x; 平面 原点 到 1, 2 两 点 连 线 上 任 一 点 的 笑 
= +. 见 图 "2 一 21。 
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推广 到 三 维 空间 ， 则 有 ， 
” 凸 集中 的 任 一 点 到 原点 的 矢量 


Х=@@,Х, +а, Х,+а, Xa 
Gi+ay+gas=1 (2—44) 


X Ж X, Х,, X, WAAG, 
Х., Х,, X, EZERA s| uE 
中 任意 三 点 1, 2, 3 HRE, 0 

Zzap, ШЖ, ЖЕЖ. KE 图 2—21 
体 均 为 凸 集 ， 空 心 圆 球 是 非 凸 集 ， 多 面 。 二 维 空间 凸 集 的 几何 特征 
体 的 顶点 集合 属于 凸 集 ， 但 不 能 用 凸 集中 其 它 任意 两 点 的 廿 组合 线 
HERH з 

ЖТ n шїї, Ж 


Х=аХ.+а,Х tss +а,Х, | 
Ж4:51 аф>0 | 


直线 、 平 面 、 超 平面 可 以 认为 是 凸 
集 。 


| 


=. їй 图 2—22 


O LALE, AREKEA /со ФЛ 

上 任意 两 点 连 线 均 东 在 曲线 上 或 曲线 的 上 侧 ， 则 СО Жи, 

如 图 2—23 所 示 山 印 数 ， 基 曲线 上 方 的 阴影 线 都 是 目 集 。 
数学 上 屿 函数 的 定义 为 ， 

№ D Ж, Жер, жер XE[0，1] ， 则 当下 式 成 立 

ы 00 


ЈА +01- А) х] KAF) + (1— A)f (xa) (2—46) 


f(x) 为 DD 内 的 凸 图 数 。 


{(х) 


(а) 
图 2-23 таж 
当 ДЄ (0, 1), HH 0<4<1 FF, В. 


[Аха +(1-A4)x,/]<Af(0xi) + AFi), 


f(x) рува, РА 2—23а Ж, ІҢ 2—23Ь 为 严格 凸 
Юю TIU R ARRS RATRE. Еж хана ВТ 
多 元 函数 。 

# f(x) рч, Ш -fo 为 呀 函数 ， 因 此 我 们 可 以 具 
Зна, ВЕРА ЯАВ Е 
MARENE Еура, 
Аа, “ЕРЕ 
ERLAR, ВТЕМЕШ ggb- —- - - = 
函数 。 图 2—24 表示 一 维 情 (ху Q 


况 下 (2 一 46》 式 的 意义 。 бө 
[S] 证 明 f(x)= x? | 
为 凸 函 数 。 有 
HK (2—46), # f(x) 图 2-24 
=x? Ж, b; --НЕРНАЖЛИЯ ЖЕ 


. BT * 


[Ах,+(1-5)х;]ӊ=Ах,?+ (1- А) х. 


展开 以 后 合并 同类 项 ， 得 
ACL- А) (х а) 2220 


因为 当 АЄ (0, 1), А(1-2) AAE, 4(1-40(х- х,)2>0, В 
以 f(x) = x: 为 西 函 数 ， ПОН R e 

Ж E] nE, ОХ) = ХТАХ, REER: ЖА 为 对 称 正定 
ВЕ, HÚ F(X) жжУЖ E” БВА, Ж ОА 为 对 称 半 正 
ЖЕ, Ж F(X) 是 廿 函数 。 


Dn. пй ЕД 


1. W /(Х) ЖҒНЕ D (ЙРЙ, а>0, Ш af(X) 也 
是 D 内 的 是 函数 。 

2. W AOD, ЛХ AAR D 内 的 四 函数 ，a 和 为 任 
„ЖЕЙ, M аР СХА СХӘ 仍 为 D йй, Нига 
线性 组 合 仍 为 号 函 数 。 

з. 设 X, 及 X, 是 定义 在 D КТІ! 点 ， 
则 这 两 点 的 函数 值 相等 ， 函 数 (XX) BOB Rr kak. FOX) 
车 为 严格 旺 函 数 ， 只 有 一 个 极 值 点 ， 它 是 全 局 极 值 ，.4Y = 0 就 是 
КС» 极 小 值 的 充分 必要 条 件 。 

RUBI, Ж А 为 正定 ， 则 /(Х)=ХТАХ 在 X*=0 有 
全 局 极 小 值 ， 所 以 ХТАХ тж. 

4. 如 果 目 标 函 数 为 严格 是 函数 ， 而 可 行 域 Е 为 凸 的 ， 即 约 
束 条 件 均 为 是 函数 ， 则 РОХ Ер, ， 即 中 只 有 一 个 局 部 
极 小 点 ， 因 而 也 是 全 局 极 小 点 ， 如 图 3--25。 因 此 在 这 种 情况 下 ， 
第 四 章 将 讨论 的 岸 恩 -图 克 条 件 是 在 不 等 式 约束 条 件 下 目标 欧 数 有 
唯一 《全 局 ) 极 小 值 的 充分 必要 条 件 。 
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五 、 函 数 的 凸 性 条 件 


以 上 说 明了 中 数 的 凸 性 与 极 
值 点 是 否 存在 有 密切 关系 ， 下 面 F 
REMARK REL Ча Ж 
ЖЕ ЖАШ 6 ЙӘ 
1. IRER EE 
ЕНІ. É f(X) AAD 
CE" AHWA ЛІ ОХ» Ж 网 2—25 
D ARTEARI 55 28 FE 如 уе Ra rh ER S 
F: 对 任意 X 及 AX 


FK HADA) AVTI XA X (2—47) 


其 中 X€ D, X+AXED 

这 个 定理 可 由 凸 函数 定义 〈2 一 46) AER, DERN £ 35 HR 
Жж], 

2. ВНЕ A 判断 西 性 
定理 2. f(X) EEEN D ри аха Ж, MU X 
为 D 内 的 山水 数 的 充分 必要 条 件 如 下 РОХ) 的 二 阶 偏 导数 矩阵 
МОХ) AEE, fO X) 为 D рй БА бр) y pa SE 
条 件 是 Hesse 阵 为 正定 。 


ЕЛ F Xis, Xa) = clx tt ху %2хіх ахь + axs)2 
+ (1 — bx; - bx) 


式 中 а-4, 5-4, c=10 
为 了 推演 方便 ， 令 хі5х,-и, хі-Хазо, 则 得 ， 
f(v, u)=clu?— av)? + (і ~ bu)? | (2—48) 
Хх Де ЖОЙ ТН “ЖЖ” БУ Rosenbrock 试验 函数 ， 为 
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{CX} 


检验 feo, u) 的 凸 性 ， 求 Hesse 阵 ， 


ðv? Әдидо 


— 


| 2а?с -4аси | 
Pf f - dacu 4с(34? – ао) + 252 
| 840 ди? j : 

c> 0, Руа 20220 

де À = 8atc? (3u? — ар) + Да2Ь2с ~ 16а?с?ц? 

= 44%0[2с(и2- au) + b2] 
Б? 

BN ч“>а v-a) ж f co, u) 为 严格 凸 函数 的 条 件 。 


RIEA: Pf = 2cc(oo -oz) =0 u? = au 
bu=1 


bt - Aculu? — au) —2b(i ~bu)=0 


| ИИ | 
ERAI u= u= bao 


用 驻 点 检验 不 等 式 />а( о 好) 成立， 可见 函数 fws) 


有 唯一 极 小 值 ，f (vw*，w*)=0 
数字 计算 如 下 ; a=5=4，c=10， 故 = 1, о* = 
17 i 


ж. Rn 
1 =7108° z тод» 


2—26 MHT f(x1，xs) 的 等 高 线 及 极 小 点 ， 由 图 可 见 ， 函 数 
有 一 部 分 是 辆 的 ， 另 一 部 分 是 非 凸 的 ， 虚 线 表示 函数 凸 性 的 边界 ， 


HAK RIE 


a TÜ ° 


Я 


Б? | т 
ч o-z) 


或 (xita) >A > xs) 一 

-0.8， 该 不 等 式 不 一 定 能 满足 ， 
GAM хі-1, ха--2 ЖА», 
ҢІ Hesse 阵 不 是 处 处 正定 Br 


以 函数 有 非 凸 的 区 域 。 
小 结 
1. Ж Rosenbrock }Д 
集合 D 中 任意 两 点 的 连 线 — /(W)=10[GuTz)2—4(zi zo) ]2 
HE D 内 ， 则 称 D уу, 十 [一 4 十 42)] 
用 数学 式 表示 : XED, XCD, — BRETMAR 
АЄ (0,1), |І о<А<1, W| X 图 2—28 
=АХ,+(1-2) Х,Єр, 
2. GAX 


HERAK f(x) БАЕФ НОНЕ i 6 ЕЦ % i E 
Ж, ШІ /(х) ЖКН 

ЖЮ р, Х.Єр, XED, AEO, 1), 
Ж flAX i +(1-4)X:]S<2/0(X)+(01 -34)/0X.), WJ f(X) 为 
DAR, А РЕ, fO X) Эл ЖЫ 

REDKE OLARREA) , IBAs р, 


” 凸 销 数 并 不 一 定 到 处 连续 和 可 微 。 


8. (RD DARRAS GD Mak. ВЕКЕ АРЕ 3 
AREH. 

4. A(X) ЖОРЖ, WJ df VHX) =0 就 是 f(X) 
极 小 的 充分 必要 条 件 。 


. Ti». 


5. # XED, X+AXED, Ш 
{X +АХ)у>{(Х) + у} ООДАХ 时 ， 
FCX) 为 D рт, 


в. XED, f(X) 的 二 阶 偏 导数 矩阵 VAX) 处 处 正定 ， 则 
FD 为 ров ла» 7727 X) 处 处 半 正 定 ， 则 /(Х) 为 
РА. _ 


т. KERAK (ХО ЕБТ, ӘЖ 9X) ж 
煞 ， 可 行 域 是 凸 的 ， 则 库 恩 -图 克 条 件 〈 见 第 四 章 ) 是 在 不 等 式 约 
ж 9(Х)<0 F, НЕ X) 有 了 唯一 《〈 全 局 ) 和 极 小 值 的 充分 
必要 条 件 。 | 


ЕЖ ТЕЖЕ 1 及 2 的 证 明 


[定理 1 的 证 明 ] fO X) ро 内 凸 国 数 的 充分 必要 条 件 为 
| FX ADSD +V 1 (DX)AX 
证 条 件 的 必要 性 ; 
设 JOX) 为 D ALKA, HER а, aC [0，1]， 恒 有 ; 
}[«(Х+АХ)у+ (1-в)Х]<ае/‹(Х+АХ)у+(1-а)/(Х) 


аже ив АХ) -ф ех 


令 a 从 正 趋向 于 0， 则 上 式 左 端 极限 
| па IX еАХ1-/Х) 


CET: 


. ХЖТКОАХ«КХ-АХ)-ҒОХУ) 


-У”ҚХАХ 


„ 12» 


证 条 件 的 充分 性 : 

ЕНЕ X. X+AXEND, Хк ДХ) Хә чух) 
AX 均 成 立 ， 证 明 СХ) АУ D AAR. 1% Xan XED, 
仿 Х=аХ,+(1-а)Х,, 0<а<1, Ml: 


СХ) є СХ) + Чех) Хх, - X) 69 
РОХ,» f( X )+ IT fX X-X) @) 
a x (D + (1 — a) х); 


ајсХу) + 01-а) Хоу) + Ту Хах, - ХУ 
+(1-а) (А-Х) ] 


R ај (XD) + (1-а) Хо» 
ақХожа-ауХо>/(аХі%(1-а) Х,) 
= f(X) 是 Браво 
[定理 2 的 证 明 ] | 
{‹Х+АХ)у=}(Х) ХлХ + -АХТААХ 
# A 处 处 为 半 正 定 ， 对 任意 AX, W; 
АХТА ДА 20 
则 FIX AX S> fX) + V T/(X)A X, 
出 定理 1 可 知 ， JOO 为 Р ро. 


ју = 


1. &Р=1 5 P =2 两 种 情况 讨论 函数 f(x)= СОР Ж 
小 的 充分 必要 条 件 。 
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2. 求 第 一 章 习 题 中 题 la 与 1с 的 最 优 解 。 


3. Ж пах (Сх), х„)=хүх, 


Бүл ЖЕТЕ 95хі, х2) = X(+ x,-—2=0 


4. БСК РО, х) = x+ 2хүх + 352 
а. 用 向 量 矩阵 形式 表示 二 次 型 。 
b, ха, хь) 是 否 为 正定 ， 是 否 奇异 。 
с. Ү(х, ха) ERALAR. 


5. 下 述 国 数 中 哪个 是 二 次 型 。 
#(Ху=ку+2х;? 
ЇХ) = х1 - x 
РХ) = хіх, 

РХ) = х, + 2 xi + 3x? 


6. 判断 ХТАХ 是 否 正定 ， 设 A 为 


| | |, 1 p 4 
2 1 0 1 2 6 
1 0 2) 1 1 0 
о 0 1 ©: | 
2 0 1)\0 0 2 


т. 证 明 f(x) = 2, хо 时 是 严格 凸 函 数 。 
| x<0 时 是 严格 四 函数 。 
в. ЖОШ СХ) = хх, 的 极 大 与 极 小 值 ,约束 条 件 为 
2+8=1, ВН. 

9. 判断 第 一 章 习 题 中 ， 题 2，a、b、c 的 可 行 域 是 否 凸 集 。 
。T4 。 | е 7 


10. 证 明 ЛОХ) = ХОХ вуйна, ЧНО 为 
正定 。 
п. Ж o? 的 极 小 值 ， 已 知 


л 
өте >Z Tx; 
іші 


约束 为 ci 二 > Xi 
Т; 及 c 均 为 常数 。 


12. 有 反馈 控制 系统 中 应 用 的 相位 补偿 器 设 由 超前 网 络 组 成 o 
其 中 串联 支 路 为 电 枉 丸和 电容 C 的 并 联 ， лаш Р, EW 
得 输出 电压 vu(+)， 输 入 信和 号 
电压 为 0,07). WA 2-27. 


图 2—21 


R 
а= рут ARE 


T = В,С 
EERS С. (јо) 的 相位 为 ， 
ó = tg ӨТ -tg lawT 


В оТ 在 0 到 区 间 内 取 值 ， 求 27 的 最 优 值 使 相位 ó 为 最 大 。 
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жеш 线性 规划 С 


线性 规划 是 最 简单 、 应 用 最 广泛 的 一 种 数学 规划 方法 ， 也 是 最 
早 使 用 的 一 种 最 优化 方法 ， 在 1939 年 就 已 出 现 。 线 性 规划 的 数学 
模型 即 目标 函数 和 全 部 约束 式 都 是 变量 的 线性 函数 。 线 性 规划 可 以 
看 作 吓 非 线性 规划 的 一 -种 特殊 形式 ， 在 非 线性 规划 算法 中 有 相当 一 
部 分 是 从 线性 规划 引伸 发 展 而 来 。 线 性 规划 的 发 展 与 计算 方法 的 改 
ЖОН, 1947 Б, ДЖ (Dantzig) 提出 了 单纯 形 法 ， 使 线性 规 
划 的 算法 渐 趋 成 熟 。 线 性 规划 的 广泛 应 用 也 与 计算 机 的 发 展 紧密 相 
关 。 变 量 少 、 约 束 少 的 小 规模 问题 ， 也 许 用 手 算 还 勉强 可 以 ， 几 百 
个 变量 几 百 个 约束 的 大 规模 问题 就 非 要 用 电子 计算 机 不 可 。 在 计算 
机 发 展 的 初期 ，1956 年 以 前 ，67 个 约束 的 线性 规划 问题 用 计算 机 
求解 要 60 分 钟 ， 随 着 算法 的 改进 和 计算 机 的 发 展 ， 到 1963 Ж, 
这 样 的 问题 只 需 28 秒 即 可 求解 。 


33-1 线性 规划 的 数学 模型 


线性 规划 的 内 容 是 求 决策 变量 ла, ха, =, x, 使 线性 目标 函 
Ж./ОО-СТХ 在 规定 的 约束 АХ<В 的 条 件 下 为 最 优 值 。 
如 果 我 们 求 的 是 极 大 值 ， 则 线性 规划 的 数学 模型 可 表示 如 下 ; 


max /(ХЭ-СТХ | (3—1) 
AX:<B | (3—2) 


4176. 


式 中 X = [х\, х2, "с, ж] 
С-і(сі, сіз", с„]', c; 为 目标 函数 中 的 变量 x; 
HR. 1-1» 2, сз, no 
B=[b, Б, "=, Dm], b, 为 第 i 个 约束 式 的 常 
Ж,і-і1, 2, е, т, | 


аһ ар Qi, | 

Git (4: Фа», 
А = ...... ағ. 

ац а, ал ! 


а; 为 第 i 个 约束 式 中 变量 x; 的 系数 。 
(3 一 1) ~(3 一 3) 式 也 可 以 写成 ; 


шах fO => сұх; (3—4) 
г-1 
> a: x Sbi ісі, 2. т (3--5) 
=! 
хуше, j=l, 2, Ө, П (3—6) 
(3—1) 一 (3 一 3》 式 的 可 行 解 集 可 定义 为 
F=4X|X€ E, АХ<В, Хо} (3-7) 


当 B>0 时 ，(3 一 1) 一 (3 一 3)》 式 所 表示 的 数学 模型 称 为 标准 
形 线性 规划 。 佳 何 一 个 线性 规划 问题 总 可 以 转化 成 (3 一 1) ~ (3—3) 
式 所 示 的 标准 形式 。 | 
(3—2) 式 称 为 不 等 式 约 束 ， 如 果 引 入 松弛 变量 РУ = [vs о», 
Vn]?， 则 《3 一 2》 式 所 表示 的 不 等 式 约束 就 转化 成 等 式 约束 
Т | 
AX+V=B (8—8) 


“ТТ. 


其 中 Х>о, V>0 (3-9) 


(3—9) 式 表示 变量 X, V 均 为 非 负 。 

线性 规划 最 早 应 用 于 生产 经 济 管理 ， 我 们 可 以 用 下 述 例子 说 明 
(3—1)—(3—3) 式 线 性 规划 模型 的 生产 实际 意义 。 

设 工厂 生产 种 产品 ,x; 是 给 定时 间 内 应 生产 的 第 7 种 产品 产 
量 ， 是 决策 变量 ， 通 过 管理 加 以 控制 。(3 一 1) 式 目标 函数 f(X) 
反映 了 规定 生产 时 间 内 所 得 到 的 总 利润 或 总 效果 ， o 表示 第 了 种 
产品 的 单位 利润 【或 产值 )， 称 为 利润 《或 产值 ) Ж, с; 也 可 以 
表示 第 J 种 产品 的 单位 成 本 ， 即 成 本 系数 ， 则 这 样 表 示 的 线性 规划 
问题 将 是 求 目标 函 数 极 小 值 。(3 一 2》 式 中 m 个 线性 约束 式 表 示 т 
种 可 用 资源 的 限制 ，5 是 第 i 种 资源 的 数量 。a;; 是 生产 第 j 种 产 
品 一 单位 所 需 第 ; 种 资源 数量 。 


53-2 线性 规划 模型 的 建立 


Г) 1] 设 有 两 个 电站 ， 功 率 输 出 分 别 为 x, x; ， 最 大 功率 
输出 分 别 为 P1、P; 。 设 两 个 电站 供给 负荷 的 总 功率 为 工 ， 而 总 费 
ЖЖЖ СХ) = xi+2x,, БІН 2 生产 单位 电力 的 成 本 为 电站 
1 的 两 倍 。 求 两 电站 的 负 茶 分配， 使 生产 总 费用 最 小 [ 注 ]。 

最 优 负荷 分 配 问题 的 数学 模型 可 表示 如 下 ， 

min }(К)=ху+2х» 
0<х.<Р,, 0=<x,= P, 


x, + x, L 


| [iz] 关于 电站 出 力 最 优 分 配 问题 还 有 更 深入 的 问题 需要 讨论 ， 可 参阅 电 
力 系 统 最 优化 方面 的 专著 。 
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{тө УЗ ЛЖ ЖАНН ОН 3 一 1)。 
SaS P ф=х < P,, ÉRT 
允许 的 运行 范围 ， 而 负载 线 x, 
+ x; = L 这 一 约束 使 解 的 可 行 域 
只 限于 负载 线 上 运行 范围 内 的 一 
Bto Ж F 表示 可 行 域 。 

ЕРНІН к ва Ж ХО 
=xi+2x, = 常数 沿 箭头 方向 是 
ЖЕ, SEL min f(X) ен Әле Z 不 变 时 站 电站 的 负荷 分 配 。 
在 х*®=Р\, x= L — P, 这 一 等 高 线 / (X )=sxi+ w= 3 S< 

` P, | РЧ 3—1 
5, HD X * = | КОИ | 电站 1 生产 电力 直到 额定 P, 为 止 , 其 
余部 分 由 电站 2 生产 。 

如 果 现 在 的 问题 改变 为 当 负 桨 L 变化 时 求 最 优 运 行 点 ， 显 见 
总 负 背 变化 范围 应 为 ， 


о<А<Р,+Р, 


因为 电站 1 生产 电力 各 电站 2 生产 电力 相同 时 ， 电 站 1 只 需 
一 半 的 费用 ， 因 此 更 为 经 济 。 


当 0</,<Р, 时 ， x=-| 


І 


.0 


| шары 
P,<L<P, +P, kf, X * = fe 
L- Р, 


P, 
L= P, +P, hr, X*= 
Р, т 
图 3 一 2 表示 总 负荷 L 分 虽 为 СЕА. 总 负荷 L 变化 时 两 电 
Ls 时 ， 可 用 图 解 方法 确定 最 优 负 礁 分 站 最 经 济 运行 状态 
配 。 | 图 3—2 /(Хужшлү}», 
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[ 例 2] ЖБ BR B rh ЖЫРА yk hF ЕЕ & 
%. 
电路 如 图 3 一 3， 设 任意 支 路 电阻 为 Reo J 中 ай L. E 
ЕҢ R; 上 电压 为 Vr 
Еж. И„=1„Е, 
Temin 1, < limax 
Е-1, 2, 3, 4, 5, 
Vy, Timin Ж атах 为 已 知 常数 。 
因此 问题 可 表述 为 : 
求 变量 TCR=1，2，…，5) ， 使 


ЖУЫ 为 极 小 。 


约束 条 件 为 ， | 
Гала Гь Гах FJ 3—3 аны 
і,-іІҺ- 1, 
Ts= I+ T; 


这 是 五 个 变量 的 线性 规划 问题 ; 求 出 最 优 值 /,* 即 可 求 得 电 
路 各 电阻 的 最 优 参数 р-а. 

[ 例 3] 电子 系统 的 可 靠 性 问题 

设计 一 架 飞 机 上 的 电子 系统 ， 确 定 各 部 件 的 失效 率 使 执行 飞行 
任务 时 ， 系 统 可 靠 性 达到 规定 要 求 ， 而 为 了 保证 可 靠 性 所 需 费 用 为 
极 小 。 

设 部 件 类 效 时 间 近 似 地 服从 负 指 数 分 布 ， 各 部 件 的 工作 是 独立 
的 ， 系 统 由 7 个 部 件 组 成 。 飞 机 共 执 行 m 次 飞行 任务 ， 第 1 次 飞行 
中 系统 可 靠 性 可 用 下 式 表示 : 


Res H e {=1, 2, = ту j=l, 2, =, п 


一 
+s 80 。 
- 


п ЖАТ», 

令 Rio HR i 次 飞行 允许 的 可 靠 性 最 低 值 ，*， 为 第 7 个 部 件 
BRAR, KARELA -pp 于 了 全 ， 即 每 小 时 有 百 分 之 几 的 
部 件 失 效 ， 或 单位 时 间 内 失效 的 概率 。 | 

ы) 为 第 ;次 飞行 中 第 7 个 部 件 应 当 可 靠 运行 的 时 间 ，c， 为 部 
件 7 每 单位 时 间 有 一 次 失效 所 消耗 费用 ， 于 是 电子 系统 的 可 靠 性 问 
题 可 表述 为 ; 


n 
min ОХ сух; 
ігі 


ыж Пе: >, 1 
ізі 


кыз Ту д; “е, т 


ЩЫ -È ху logRio j 
- | s x =< r, ер. 2, ee, n 
r s; 分 别 为 部 件 7 失效 率 的 上 界 与 下 界 。 
这 是 有 n 个 变量 的 随机 线性 规划 问题 。 
ПА 4] 一 阶 线 性 离散 系统 的 动态 控制 5 全] 
线性 规划 对 于 解决 有 限 个 离散 时 刻 的 动态 最 优化 问题 有 时 也 是 
很 有 效 的 。 
已 知 系统 状态 方程 为 х(Аъ1) =ах(ё) + bulk} 


设 х(0) 为 已 知 ， 人 了 从 x(0) 278, W uk), tE Tie HIRA 
数 为 极 小 ， 


2 сах = с(1) х (1) + с(2)х(2) 
Ж ЖЕДЕ x(R)2- 0, 
[F] BERZE ЫЕ А — 6, 
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исо) SU on 
— чач 
u(0)2:0, u(1)>0 


& yi=x(i), у= x(2), ys = u(0), y= ull), 则 上 述 问题 
变 为 求 变量 Уі» Уз» Уз» Уә 


图 3—4 一 阶 线性 离散 系统 方 框图 
тіп c(1)yi + c(2)ys 
约束 : yi=ax(0) 5% ` 


у» mayi + byas 
ys < U im 
YSU im 


-B x(0), y:>0 1=1，2，3，4， 这 是 线性 规划 的 标准 形 
式 。 

用 线性 规划 解 动态 癌 题 虽然 很 麻烦， 查 是 用 单纯 形 法 求解 很 有 
效 ， 在 计算 机 上 上 求解 很 快 。 

ҮРІ 5] 跟踪 问题 

已 知 Х„ 为 给 定 的 状态 ， 要 求 控制 系统 跟踪 误差 最 小 。 误 2 

Er= Xn- X, 表示 第 有 点 给 定 值 与 实际 值 之 差 。 则 问题 的 数学 模 
жаяр Ж. 


N N 
min > Е,- > (Ха- Хь) 
上 一 k=l 
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на. Ео>0, ШЕ ЖИН АТ ЫН, 2381. 
约束 条 件 ; 


Ж,азс-АХ,%Ва, 


用 选 代 法 ; | 
X,=AX,+ Ви Xa | 
Х.-АХ,%Ви : 

= АХ, + АВ + Bu Ха | k 
СЕРЕ: 0712 i N 


图 3 一 5 ШЕН 


Nl 
Ху= AVX BAVI Bu; S Хан 
= 
U nax>u;2>0 іс 0, 1, 2, "N 一 1, 
N N 
Ж 2 E 最 小 等 同 于 求 5 X, 最 大 ， 即 ， 


N N 
max > АХ, + Би, >, AFTI p mee + Buyi 
&=1 k=l 
N N 
4% > X,= Ваи, У, AFTI 4 eo + Buyi 
k=l 


= (1+А ter + ANTI) Buit (1+ A + =e + AN2) Bu, 
+ + Büy 


= C atia + Сш 十 …… 十 C yuy 
N-i 

=> Ciu 
3 一 0 
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武 中 C= 5 Дір 


问题 的 数学 模型 变 为 ， 
тах Ж Cw 
约束 : U max > =H; 22 Ü 


Ж шщ, і-0, 1, =s, N- 
[ 例 . 6] 燃料 消耗 最 小 问题 
设 一 个 离散 线性 控制 系统 ， 其 状态 方程 为 


Xik+1)=AX(k)+ Bulk) 
消耗 燃料 与 控制 变量 成 正比 ， 不 论 控制 作用 u 为 正 或 负 都 


EKRE, ulk) ВА, 消耗 燃料 越 多 ， 要 求 燃料 消耗 最 小 ‚ 出 
数学 模型 应 当 写 成 如 下 形式 : 


min 2 julk)! 
目标 函数 中 包 插 绝对 值 ， 因 此 是 非 线性 的 ПА ack), WE 


luch ath) ， 以 便 将 非 线性 汞 数 变 为 线性 国 数 。 一 G(R) 反 2(R) 
жас) 可 化 成 以 下 两 式 : 


u(k) <а(А) 
| —u(h)=<a(R) 
于 是 问题 变 为 求 ，。 min > асу, ХАВАН НЕ, 


[ 例 7] 产品 产量 安排 问题 
某 工 广 生产 甲乙 丙种 产品 ， 共 产量 分 别 为 хі, ху 个 单位 ， 每 
天 的 可 用 资源 限制 为 : 
原料 1575Kg， 
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面积 1500m2， 
工时 7 小 时 =420 2% 


资源 分 配 及 产值 见 下 表 。 
名 称 | 符号 及 单位 іне) ù 
| mm/ 单位 产量 。 | 4 | 5 ， 占 地 面积 
RW key 单位 产量 。 | 5 | 3 МЕНИМ 
ж = 2 кетте = A — š -----|----- — s 


”as 单位 /小 时 60 30 生产 率 
产值 系数 | c 元 /单位 产量 13 | 11 


问题 是 每 天 应 生产 хі. x, 多 少 ， 使 
flX)= cxt сах 
为 最 大 。 
本 问题 的 数学 模型 可 表示 如 下 : 
max /(Х)=13ху+11х» 
约束 4х1+5х,<1500 
5хі%3х:%-1575 
xı + 2 < 420 | о аре? ) 


x>, к ҮРДІ) 


§ 3-3 线性 规划 问题 的 图 解法 


两 个 变量 的 线性 规划 问题 较 简 单 ， 可 以 用 图 解法 求解 ， 较 直 
观 ， 通 过 对 两 个 变量 的 线性 规划 问题 求解 ， 可 以 总 结 出 求解 多 变量 
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线性 规划 问题 的 一 般 规 律 。 
例如 已 知 线 性 规划 的 数学 模型 为 
тах J(X)=13xi+1llx, 
约束 1) 4х, +5х,%1600 
2) 5х,+3х,<1575 
3) хі%2х;%:420 
ху>=@0 хұас>0 


这 个 问题 可 用 图 解 方法 求解 如 图 3 一 6。 

下 面 为 了 说 明 图 解 方 法 ， 先 介绍 几 个 名 词 的 定义 。 

可 行 解 一 一 满足 上 述 不 等 式 的 一 组 解 Сх, хо) 称 为 可 行 解 ， 
即 满 足 А4Х<В, Х>0 的 解 ， 它 可 以 有 无 穷 多 个 。 

最 优 解 一 一 使 目标 函数 
CTX 为 极 值 的 可 行 解 。 


кн К——# ж Ж 
件 包 含 的 范围 ， 即 变量 X Š 
足 约束 条 件 的 可 行 范围 ， 由 无 
穷 多 个 可 行 解 组 成 ， 最 优 解 应 
在 该 域内 。 

如 图 3 一 6 中 acdb 四 边 
形 所 包含 的 区 域 ， 即 为 可 行 解 
Ы, асаб 四 边 形 是 由 ху=0, 
x,=0, 5хі%3х;- 1575, хі 


+2х»= 420 四 条 直线 所 组 成 。 


| š ғо) | 
四 边 形 四 个 顶点 的 解 如 下 表 : 用 图 解法 求解 线性 规划 问题 


图 3-6 /(Хі--1371-Е11х4 
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а Р 
| x, | x< ОО жақа, X= 是 可 行 解 ， 满 
TE 0 

а | 0 0; 0 足 约 束 ,但 显然 不 是 最 优 解 取 f OX) 
| Í Ж af ЕНІН, ЖШ 


| 0 4095 
coo o 原点 的 JOO BRK, RRM 
d |270 | 75 435 ух) IKRJER I, БЛЕНЕНЫНУ. 


b| o 12100, 2310 在 可 行 解 威 内 的 点 是 极 大 值 点 ， 即 4d 


点 。 
270 
最 优点 ?9 Ха- ‚ Ж {АИ /(Х*) = 4335。 
75 
显然 最 优 解 满足 全 部 约束 。 


从 $3—2 Ф 7 可 知 ， 约 束 1 是 仓库 面积 约束 ， 现 在 所 用 仓 
库 面 积 为 4xX270+5Xx75= 1455m, WA 45m 未 用 ， 即 有 45m? 
的 松动 余地 。 
本 例 中 变量 2 个 ， 约 束 不 等 式 3 个 ， 有 一 个 约束 多 余 。 约 束 2 
和 3 称 为 有 效 约束 ， 约 束 1 称 为 松弛 约 来 ， 
改变 ci, со M f(X) 直线 的 斜率 也 改变 ， 斜 率 较 小 时 ， 可 
能 求 得 的 最 优点 在 点 c， 而 斜率 较 大 时 ， 则 可 能 求 得 的 最 优点 在 点 
b, 
由 上 述 图 和 解 结果 可 知 ; 
目标 函数 极 值 一 定 在 可 行 成 多 边 形 的 顶点 上 ， 这 些 顶 点 的 解 称 
为 基础 可 行 和解 。 最 优 解 当然 存在 于 这 些 基 础 可 行 解 中 ， 因 此 线性 规 
划算 落 应 当 是 从 一 个 顶点 选 代 计 算 色 另 一 个 顶点 〈 芭 相应 地 从 一 个 
基础 可 行 解 赵 代 计算 得 另 一 个 基础 可 行 解 ) ， 共 目标 函数 值 应 当 越 
来 越 好 。 顶 点 数 是 有 限 的 ， 因 此 线性 规划 算法 总 是 欢 敛 的 ， 能 在 有 
RF ARIRE, | 
下 面 我 们 分 析 几 种 特殊 情况 ; 
1. 目标 消 数 平行 于 可 行 域 多 边 形 的 一 边 时 ， 则 景 优 解 不 是 唯一 
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的 ， 在 这 条 边 上 的 所 有 点 都 是 最 优 解 。 图 3 一 7 说 明了 这 一 情况 。 
(| пах /(Х)=18х,+10х, 
ЮЖ 9х-55х,545 
7хі+9х,=<63 
х1220, x, => 
计算 арса 四 个 顶点 参数 得 下 表 : 


хі | х5 | к X) ы 5 
а 0 | 0 | 0 `. 
тыс Ко a шышы шшш — дене, b 
2 0 | 7 | 79 £X) 
| У рори 目标 函数 平行 子 可 行 解 域 

5 5 0 90 的 一 边 E 3 一 了 

d | 1.96 | 5.48 90 НАШЕ 9x1 + 55: 
= 45 平行 ，pd 线段 上 所 有 


点 均 为 最 优 解 。 
2. ”可行 域 为 无 界 


(а) ЖХу-аа-2ғі (ó) у‹Х) 
о? 
(z) J(X)= —zi+ ir? 
图 3 一 8 可行 解 域 无 界 
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图 3—8 给 出 了 三 种 情况 ; 
а. шаху“/(Х)-х,-2хі 
X + 2:221 
xi -3x,> — 8 
х1220, x,Á2>0 
ЖЕН хі5-0, x/#=1, f(X*)=1 


b. max f(X)= x+ x, 
TETIT 或 一 了 xi 二 2<c0 
X= x;2=4 
хут), хазғ0 
显 见 这 个 规划 问题 没有 有 限 的 景 优 解 值 。 


с. max /(Х)--х44х, 


х2=2, хү=б 


0 
最 优 解 | | 
3. 无 可 行 解 域 (图 3—9) 
тах }(Х)у=ху+х, 
xí + х= 10 


2х; + 2230 


xil, хас>0 
两 个 约束 矛盾 ， 因而 无 解 。 


0% 3-4 线性 规划 的 几何 理论 与 基本 是 理 


从 两 个 变量 的 线性 规划 疼 解 法 可 知 ， 和 根据 约束 的 数目 不 同 ， 约 
ЖАНЕ хах, 平面 上 形成 的 可 行 解 域 为 三 角形 、 四 边 形 或 多 边 形 。 
由 凸 集 理论 不 难 证明 ， 满 足 线性 规划 约束 的 一 切 可 行 解构 成 凸 多边 
№, п ЛУН АТАА ЦУ, б 

Е-Е ДАН ВТ 8 #0) Jo T8 НЕ 
接 多 边 形 内 任意 两 点 的 线段 均 在 此 多 边 形 
As RTZEA, WEA EE 
ЕАС HEE P к Пу pl: ka ЕТЕ 
Ж. ZUHANT. X 
个 凸 多 边 形 就 是 二 维 空间 的 凸 集 。 

根据 这 一 概念 ， 我 们 可 得 线性 规划 的 
基本 定理 ， 它 是 单纯 形 算法 的 依据 。 图 3—10 5% 

1. 线性 规划 问题 
тах. /(Х)=СЇХ 
约束 АХ<В 
X >0 


的 可 行 解 集合 Р={Х|АХ&В, X>0 HAR. 

2. 有 可 行 解 就 有 基础 可 行 解 ， 因 为 凸 集 非 空 。 

3. 册 集 顶点 与 基础 可 行 解 一 一 对 应 ， 景 优 解 一 定 可 在 基础 可 行 
Жез URMO 找到 。 

4. ЖЫЛАТА ЕО A 35 СЕЕ, ОТД ла Ч 
均 为 最 优 解 。 

5. 册 集 项 点 个 数 〈 基 础 可 行 解数 ) 是 有 限 的 ， 因 此 搜索 范围 从 
可 行 解 域 减 小 到 基础 可 行 解数 ， 从 一 个 西 集 顶点 到 另 一 个 顶点 进行 
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ЖАҚЫ, Off IP RAE > o 线性 规划 算法 是 收敛 
的 。 
山 集 顶点 数 可 由 变量 数 及 约束 条 件数 确定 。 
[ 例 ] max. /(Х)у=суху+с„х» 
ах Жазх В, 
ari Xi + aX 50, 
хіз>0, X> 0 
现在 是 两 个 变 景 ， 两 个 不 等 式 约束 加 变量 非 负 约束 ， 共 4 个 约 
上 束 ， 两 个 约束 方程 有 一 交点 。 用 纽 合 的 方法 ， 可 求 得 约束 方程 《和 包 
括 非 久 约 束 即 变量 坐标 轴 ) СІН ПА 0. 


4 х: 
БЕЛЕ 
2 121 


3—11 PAKA а, b. с, d. 
e, f, Ж с, JERIT ҒО), 
a, b, е. а 是 可 行 域 山 集 的 硕 点 ， 量 
RREA b Re Жаң ер а ЗАРЫ 
ІП: тах x;, H| e 点 为 最 优点 ， М + КТ 
шах x, MORARA, ”二 维 平面 上 约 来 方程 交点 
如 果 线 性 规划 模型 为 图 3—11 


max (xi, х;, Xa) =сүхү+ сәл + Саха 


ах арх; + aig% b 
аз1Х1 Faz% + de Xs Sb; 
U31X1+ aaz% + dag хз ба 
Хі, Хі, Хз5®{) 
现在 连同 非 负 约束 共 6 个 约束 ，3 个 变量 ， 每 3 个 约束 面相 交 
. gj" 


有 一 交点 (п 维 空间 中 每 个 交点 由 站 个 约束 面相 交 而 得 )》， 交 点 数 


为 : 
Š 61 
Шы 
对 应 的 基础 可 行 解 为 凸 集 顶 点 0, а, 
b, с, d, е, f, g 8T «АЙ 3 一 
12), A 12 个 交点 在 可 行 域外 。 
一 般 情况 下 mm 个 约束 ，+# 个 变量 ， 交 点 2 


Ха 
数 为 : 基础 可 行 解 在 凸 集 顶 点 上 
[Àm , 图 3—12 


корнет 
п Із! 


тіп 中 包括 m DAR, п 个 非 负 约束 。 
[BJ] max /}/(Х)=Зх,+5х»„+2х» 

x i+ 3x, + 2 X 48 

2X1 + x, + 4x;,=<;56 

4x i +2x,+ x < 64 


Жі» Хз» Xs = 0 


Ж е | а «| КО 
о | 0 0 | 0 
а |. 16 | 80 
b | 0 14 28 
с 16 0 | 0 48 
4 0 8 22212 64 
е 9.6 12.8 0 92.8 
f | 14.295 0 6.857 56.572 
g | 10.285 | 6.857 84.572 
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8 个 基础 可 行 解 计算 结果 如 上 表 ， 由 表 中 计算 值 可 找到 最 优 
Му f(X*)= 92.8。 

目标 函数 等 高 面 为 平行 的 平面 群 。 

显 见 ， 有 几 百 个 约束 几 和 于 个 变量 时 这 样 的 解法 是 不 行 的 ，Dan- 
tzig 1947 年 提出 了 单纯 形 法 ， 用 单 纪 形 法 不 必 找 出 所 有 的 约束 面 
交点 数 ， 只 要 在 基础 可 行 解 中 选 代 ， 使 计算 工作 量 大 大 减少 ， 这 是 
单纯 形 法 的 主要 优点 。 


Š 3-5 单纯 形 算法 


对 于 变量 和 约束 条 件数 很 多 (例如 成 千 上 百 ) 的 情况 必须 用 电 
子 计算 机 帮助 求解 ， 单 纯 形 法 就 是 适应 天 规模 线性 规划 的 一 种 算 
法 。 . 

单纯 形 法 是 一 种 选 代 求解 方法 ， 它 的 基本 观点 是 ， 从 可 行 解 的 
凸 集 某 个 顶点 《初始 解 ) 出 发 ， 疝 邻近 顶点 运动 ， 其 目标 函数 值 至 
少 比 前 一 个 顶点 更 好 。 由 于 ， 1. 顶点 数 是 有 限 的 ，2. 而 最 优 解 一 定 
在 顶点 上 上， 所 以 选 代 过 程 是 有 限 的 。 这 两 条 是 单纯 形 靶 的 傅 据 。 几 
何 上 从 一 个 项 点 到 另 一 顶点 的 有 限 次 选 代 ， 在 代数 上 即 为 从 一 个 基 
而 可 行 解 到 另 一 个 基础 可 行 解 的 选 代 。 

п 维 凸 多 面体 有 п+1 个 顶点 ， 几 何 上 这 种 凸 多 面体 被 称 为 音 
纯 形 。 

例如 ， 二 维 平 面 《 更 图 3—130) 中 ， 单 纯 形 是 由 


x + х1 х.г-0, ї=1, 2 3—10) 
所 确定 的 三 角形 。 
三 维 空间 (图 3 一 135) 单纯 形 是 由 
Xi Fix, +x,. <1, X: 0; i=l, 2, 3 (8—11) 


所 确定 的 四 面体 。 
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3 


ХЕ 


(а) mti (0) 和 十 ze 十 tc 
41，#220 0 


图 3 一 13 单纯 形 
п 维 空间 ， 则 由 下 式 确 定 的 超 多 面体 为 单纯 形 ; 


> х,<1, хұ>0, i=l, 2, ==, n (3—12) 


ігі 


既然 线性 规划 问题 是 在 凸 多 面体 顶点 集 上 选 代 求解 ， 因 此 将 线 
性 规划 问题 的 求解 方法 称 为 单纯 形 法 。 
单纯 形 东 是 代数 算法 ， 只 适用 于 等 式 约束 。 不 等 式 约 束 较 难 计 
算 。 因 此 遇 到 不 等 式 约 束 时 应 加 入 松弛 变量 变 成 等 式 约束 。 | 
我 们 先 以 前 述 图 解法 的 例子 来 说 明 单 纯 形 法 ， 再 总 结 用 单纯 形 
法 解 一 般 线 性 规划 问题 的 规律 。 
max f/f(X)=13x;i+11x; 
”约束 ; 4х1%5х:5:1500 
5x; %3х:%:1575 | 
хі%2х:%:420 
xil, X0 / 


1. 加 松弛 变量 жа, ху, хь 使 不 等 式 约 来 变 成 等 式 约 束 ， 并 令 
目标 函数 方程 右 端 为 0。 
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03—13) 


СХ)-13х,-11х:-0 D ^ 
4х,+Бх»+ xs +0+0=1500 @ | 
5хі%3х,50%х,%0-1575 (9) 

Xi +2x, + 0+0+х5=420 © | 
>) ісі, 2, е, 5 J 


ОО ЕНІ, AKE AX = В, 


(3—14) 


(4510 g 
A= 5 3 0 1 0 } 
\1 2 0 O 1 / 
于 是 问题 变 为 ， 求 非 负 变量 хі, хо, ез, хь 的 数值 ， 在 满足 等 式 
约束 加 @@ 的 条 件 下 使 ОХ) HRK 

2. 确定 可 行 域 顶点 〈 见 图 3 一 6)， 选 原点 为 初始 基础 可 行 解 ， 
x1=0，x2=0， 则 初始 解 问 量 X° 为 ， | 


Х° ={0, 0, 1500, 1875, 42017 
非 基础 变量 ， 基础 变量 


初始 解 中 三 个 非 零 变量 хз, xo xs 称 为 基础 变量 ， 基 础 变量 数 丛 
好 等 于 约束 等 式 数 ， 这 三 个 变量 的 系数 在 矩阵 А 中 相应 的 列 疝 量 
ЕЕ. PEE хі, ха 称 为 非 基础 变量 。 

.这 时 目标 函数 f(X') =0。 

3. 第 一 次 选 代 选取 邻近 顶点 ， 如 能 使 月 标 菌 数值 增 天 ， 则 为 新 
的 基础 可 行 解 ， 否 则 原来 的 解 就 是 最 优 解 。 

在 更 换 顶 扩 时 显 见 要 对 X 进行 换 元 ， 即 原来 是 零 的 某 元 素 要 
与 非 零 的 某 元 素 互 换 ， 即 原 基 础 可 行 解 中 一 个 基础 变量 要 换 成 非 基 
础 变量 ， 称 为 “退出 变量 ”， 而 另 一 个 非 基 础 变量 要 换 成 基础 变 
量 ， 称 为 “引入 变量 。 
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(1) 选择 引入 变量 xs 一 一 选择 准则 是 应 能 使 目标 函数 值 增加 
最 快 。 | 

分 析 /СХ)у=13х(+11х› , ЕЙ, x, 的 系数 比 x, 大 ， 要 使 
FOO 值 增加 最 快 ， 应 选 x， 为 “引信 变 量 ”， 即 使 x, 由 零 变 为 
非 零 。 具 体 做 法 是 在 四 式 (X) -13xi-1lx; = 0 中选 系数 最 负 的 
一 个 变量 为 引信 变量 , 即 х,-х. 

(2) 选择 退出 变量 x,， 从 xs, ху, Xs 三 个 变量 中 选 一 个 。 谈 
ЖЕР x, 增 大 最 先 变 为 0。 


BA х„=0% 
HQ = xs=1500-—4xií—5x;, 
ЖІ xs = 0, ill] Аы =375 = = 
11 
由 团 式 Х41575-5х1-393х, 
ER х,=0, - 则 wi =315 = b: 
- 12 
HOR Xy = 420 — xi — 2x 


ER xs = 0, | Д] х,=420= bs 


бз 


Ж быш-шін-2- (АЯ x) 


本 例 中 gain=315， 即 х,= 315, ха-0, # ха>315, ЙІ x, 
<<0， 不 满足 非 负 约束 。 故 x, 最 多 由 0 增 大 到 315, Wú ха 最 先 变 
№ 0, Ж x, 为 退出 变量 。 

<. 012315, х;=0, х,=0 

《3) 求 其 余 基 础 变量 х., хь 的 值 。 

用 高 斯 消 元 法 ， 使 目标 纹 数 及 约束 条 件 方 程 中 只 售 一 个 基础 变 
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Ë [ 即 х1, хь, хь 及 /(Х)], KEH fOO тана. Ж 
Іледе, BOLHAMI- 于 -为 最 小 ， 因 此 @@ 式 是 确定 引入 变量 和 
退出 变量 的 关键 ， 轩 式 称 为 关键 式 ， 引 入 变量 x, 的 系数 5 则 称 为 
关键 系数 。 


ЗЕ ала х= 240 Q (® ЕРІ 1 ) 


1 
@ + 5 хі а аз 315 4” | 
1 7 1 , | 
®җ(-+)+® ласы ^+ + 55”105 а) (OAF FHA х.) 


13 16 1 ; | 
Өх «0 ИСХ) -Taat Ex =4095 @ (ОЖННА x1) 
(3—15) 


在 (3 一 15》 式 中 令 х= 0, х= 0, PLE f(x) 的 解 〈 相 当 于 
图 3-6 Ёс 点 ) © 
第 一 次 选 代 结果 用 向 量 X: 表示 ， 


X1=[315, 0, 240, 0, 105]7 


HQ fX = 4095227 ОХ) =0 
4. ЖШ ОАК, ЖЕ ЕЖУ, ВАЛИН, Х—И 
换 元 ， 即 求 新 的 引入 变量 x, 和 新 的 退出 变量 x,。 
BOY X: 系数 为 负 ， 增 加 x; 可 使 /(Х) ЖД, х= х; 
为 引入 变量 。 (实际 本 例 中 只 能 选 x, АЖЕТ) 。 
从 ох, xs х 中 选 一 个 为 退出 变量 ， 其 中 随 x, 增 大 最 快 到 
稚 的 一 个 即 为 新 的 进出 变量 x,。 


aa - Жж 240 bi _ 1200 
ңФ , ж * = 0, 则 13/5° аз = 13 ° 
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> 815 b 1575 
H 9", # x ,=0, MI Ха= 375? РЕ “3 525 š 


нау, Ж xs = 0, [| х = P bs -75 


Ж бы smin- i, 7 (0-2 ARER BB Omin = 75, 

x; 最 多 由 о 增 大 到 75, 5 时 ，xs 为 负 ， 选 xs 为 退出 
变量 。 

所 以 新 的 非 基 础 变量 为 xi = 0，xe = 0; 基础 变量 为 x,=75, 
再 用 上 述 方法 确定 x1!、x， ， 即 使 每 方程 中 只 含 一 个 基础 变量 


ГҰСХ», хі, ха, х3], (3—15) 式 中 关键 式 O 的 x, 的 系数 7/5 
为 关键 系数 。 


15 16 
ау + @' TE ТОХу+-—х,+—хь=4335 (DZ 


7/5 7 7 

13/5 `> 3 13 

6” +@/ x ДЫ мета xs 45 BOH 
(3—16) 

— 3/5 10 3 ў 
9-4) х 7/5 ха — 7708 270 (8) 
ғ 1 5 r 
@ + X75 Ф 


新 的 基础 可 行 解 相 当 于 图 3—6 中 的 d 点 ， 用 X: л: ЧЕ?! 
Х%-(?70. 75, 45, 0, 017 
而 fX?) =4335> fX?) 


5. RED Жән x. хь 的 系数 均 为 正 ， 无 需 再 换 元 ， 即 只 有 
在 ха. х5 均 为 过 时 о HRK, EE алі X 已 为 最 优 解 ， 


[ëE] хт 表示 第 二 次 选 代 的 变量 X 值 ， 不 要 和 X EJE. 
498. 


停止 选 代 。 | 
这 时 松弛 变量 x4=xs=0， 而 хаж, KREA xs 的 约 东 方 
程 还 有 松动 的 余地 。 
将 上 述 运算 结果 画 成 系数 表格 形式 ， 称 为 单纯 形 表 。 
初始 表 


、 变量 | 关键 列 
= жє хі X; Xs х4 | ХБ | 
—13 -11 0 0 0 0 =f(X) 
4 5 1 0 0 1500 


1 2 0 0 1 420 

Жаа Б кй ДН Уу. ARET. 

x, 系数 最 人 负 取 为 第 一 次 撑 代 的 引入 变量 ， 与 х, НА, х, 这 
一 列 的 系数 称 为 关键 列 ， 关 键 行 和 关键 列 上 的 系数 称 为 关键 系数 ， 
НЫН. ЖЕ х, 的 系数 用 小 方 框 标 出 。 

Х9= [0, 0, 1500, 1575, 420]? 


第 一 表 
关键 列 
Xl Хә Ха X4 Xg 
0 = 29 0 їз 0 4095 
5 5 
13 4 
0 一 1 -二 
Б 5 0 | 240 
3 1 
1 = — 
Б 0 Б 0 | 315 
| 
ыы 1 
关键 行 0 Ф 0: т! 105 


Хі=[315, 0, 240, 0, 10517 
ЮЖ xz 为 新 的 引入 变量 与 xs 互 换 x, 所 在 列 为 关键 


列 。 
第 二 家 
Xi Xa Хз х, X5 
15 16 
0 0 0 е те 4335 
aT f 
3 13 | 
0 < == 
0 1 7 7 45 
2 3 . 
0 — m= 
1 0 2 7 270 
1 5 
0 1 0 x=] 75 
7 7 


X2:=[270, 75, 45, 9, 017 

НЖЖ >0, BARRE, WAE. 

根据 上 述 数 字 计 算 举 例 可 阐明 线性 规划 单线 形 算法 的 一 般 理论 
如 下 ， | 
21. 求 基 础 可 行 解 

变量 Х = [X Хз]? 

min 个 变量 中 (包括 松弛 变量 m 个 ) 任 选 4 个 等 于 零 ， 再 
根据 m 个 约束 求 其 他 m 个 变量 ， 记 X, 为 m 维 非 零 疝 量 ， 称 
为 基础 变量 ,而 X, 为 n 维 零 向 量 ， 称 为 非 基 础 变量 。. 

约束 方程 系数 矩阵 ，4= lM 44, 


(таға) MXM тх 

КЕН АХ-В 
ха 

[A 44,1 = AX + А, ХХ, = В 
x 


2 
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Жұт AB a 4А 1А, Х, (3—17) 
А, RA т, ЧЕЙРЕ, ЖШ Ас! 存在 。 
X,=0, ЖЕ X, = AB (3—18) 
Ж Хі>0, ХійЖЕ m 个 约束 方程 ， Хх, 就 是 基础 可 行 解 。 
Х={Х‹ 017， 有 如 单纯 形 法 将 原 来 求 ” 维 可 行 域 中 有 无 穷 多 个 
解 的 问题 转变 为 求 维 数 低 生 x 的 有 限 个 基础 可 行 解 Xi, ÈREN 


题 的 搜索 范围 大 大 减 小 了 。 
2. ЖЕЖ 


f(Xy=CTX=C XiItC X.: 
С=С, САР 
Еж X i= AB- ATAK 代入 上 式 得 
f(X) а CTAB Б (СТ ч СІ” Ар! А)Ха- 0 
X,=0, F(X) =C АВ (8—19) 
E X, BRAA ШІ (Ca -CT А11 А„)`>0, ЩЩ X, HE 
一 个 变量 成 为 引入 变量 ， 例 如 向 量 X. 中 任 一 元 素 хо 由 零 增 加 ， 
变 为 非 零 的 正 数 ， 将 使 СХ) МА, АРА ЕНДА, 
否则 车 X: WRAAE, (C7 - С А114) 0, AHBAR 
解 ，x:; 由 等 增加 都 会 使 (X) FE 。 如 果 问 题 是 求 极 小 ， Wi 
(Cs - C Y Ar 1A,)2>0 Bikat. 
Ca- СТАА, 为 单纯 形 系数 ， 
Ca - C T Ar 1A,<0 (3--20) 
为 单纯 形 判 据 ， 根 据 该 判 据 可 确定 是 否 已 达到 最 优 解 。 
由 上 便 中 的 初始 表 ， 可 求 得 
=[1500, 1575, 420]', Х,-(о, ор 
.101. 


/ 1 0 0 4 5 
іт 0 1 i A, = 5 3 
` 0 1 1 2 


С, = 0, 0, 017” С, = (13, 11]? 
一 般 希 望 初始 基础 变量 的 系数 阵 为 单位 阵 。 


ЖАЯ: 
C,” 2 C T Ar A> 0, 
未 到 达 最 优 和 解 ， 
(4 5) 
[13, 111-(0, 0, 0) 5 3 |=[13, 11]-[0, 0]=[13, 11] 
ti 2. 


Хі-Гжа ха ха]Т, X= (хі x, =0 


f RA AXitA:X:=B 得 


N 


е 1500 
Хз АҒЦВ- AX. = B=! ме | 


| 


N 420 
第 二 表 中 ， 
Х.- |270, 75, 45]7, Xs=[0, 0] 
Е 
Сі= [0, 0, 017 Съ = -加 -到 
“0 0 1 /-8 -13 
A= ;1 0 ° A= | 2 | 
o 1 0; -1 5 J 


“ С-ға оғы -加 | <0， 即 已 达 最 优 
解 。 
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3. 单纯 形 法 要 求 基础 变量 对 应 的 系数 岳 阵 4， 为 单位 阵 。 
单纯 形 法 小 结 
1. 引入 松弛 变量 ， 将 线性 规划 模型 中 不 等 式 约束 化 为 等 式 约 
Ж. 


Ж max ко-Ж БЕЛГ /‹Х)-® c;x; = 0 
j= = 


> ауу = 0, (ізі, 2, е", т) 
ті 


选 松 弛 变量 为 初始 基础 变量 ， 则 初始 基础 可 行 解 为 
x; =b; ісі, 2, е, т 
第 i 个 基础 变量 x; 为 对 应 第 i 个 约束 方程 的 松弛 变量 。 
2. 检查 目标 函数 等 式 ， 如 果 至 少 有 一 个 非 基 础 变量 的 系数 为 
负 ， 说 明和 目标 函数 可 进一步 增加 ， 否 则 各 系数 非 负 ， 说 明 已 达 最 
I, PL 


3. 选 系数 最 负 的 一 个 北 基 础 变量 x, 为 引入 变量 〈 作 为 新 的 基 
础 变量 》， 若 有 两 个 或 两 个 以 上 的 非 基 础 变量 系数 均 为 最 小 ， 则 可 
任 选 一 个 ，x 所 在 列 为 关键 列 。 


4. 决定 退出 变量 
计算 约束 方程 每 行 系数 
基础 可 行 解 6; 


全 = 关键 列 之 系数 = ар? 

а, 为 第 i 方程 中 x, 之 系数 ， 即 关键 列 的 各 系数 。 

А 9min 所 在 行为 关键 行 ， 位 于 关键 行 、 关 键 列 上 的 元 素 为 关 
键 元 素 〈 用 圆圈 标明 ) 。 将 上 列 中 的 初始 表 重 画 在 下 面 ， 这 个 表 说 
明了 关键 行 、 列 的 意义 。 
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ы Ху Ха X4 xs 
sis =i 4% ° 7 
Р 5 ; 0 0 1500 8#1=375 
关键 行 © a 010 15 
关键 元 素 2 0 0 1 120 Ут 
关键 列 


取 关 键 行 上 系数 为 1 的 基础 变量 x, 为 退出 变量 。 
5. 用 高 斯 消去 法 使 关键 行 x, 的 系数 〈 关 键 元 素 ) 为 1， 其 余 
行 x, 的 系数 为 0， 决 定 新 的 基础 可 行 解 。 
6. 检验 目标 函数 方程 中 所 有 变量 系数 ， 即 检验 各 系数 是 否 均 
>0, ЖЕ, MBRR, SIEH 3 一 5 步 ， 直 到 没有 新 的 关键 列 
被 发 现 。 


$ 3-6 线性 规划 的 对 偶 问 题 


对 任何 求 极 大 值 的 线性 规划 问题 都 有 一 个 求 极 小 值 的 线性 规划 
问题 与 之 对 应 ， 这 两 个 问题 互 为 对 偶 。 对 侦 问 题 中 日 标 疯 数 与 约束 
函数 间 有 一 定 对 应 关系 。 

[ 例 1] 产品 加 工 问题 

设 原 问题 为 ， 两 种 零件 四 、 乙 ， 分 别 在 两 人 台 机 床上 加 工 x: 
和 x。 为 甲乙 两 种 零件 加 工 的 数量 ， 癌 如何 安 排 生产 〈 求 ха. ж) 
使 产值 最 高 ， 两 种 机 床 每 周 能 用 于 加 工 的 时 间 是 有 限 的 ， 则 原 问 题 
数学 模型 为 : 

| тах /(Х)-5хі%бх 
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5 及 6 分 别 为 甲乙 两 种 零件 的 产值 系数 。 
对 机 床 1 而 言 ， ВУ Е. 3x1 + x, <48, 即 每 周 只 能 用 48 小 时 ， 
两 种 零件 加 工 工时 为 3 及 1。 
对 机 床 2 їп, МІН: 3ху+4х,<120, 即 每 周 只 能 用 120 小 
时 ， 两 种 零件 的 加 工 工时 为 3 及 4。 
X10 хэг>0 
对 偶 问 题 :, 令 у, у, 为 零件 在 两 种 机 床上 加 工 1 小 时 使 零件 
所 具有 的 单位 价值 (能 出 售 的 价格 )， 求 yn уз, Em I RER 
低 ， 约 束 荣 件 为 零件 价值 > 成 本 费用 。 设 对 侦 问 题目 标 畏 数 ФСУ) 
=P(yi， yz)。 则 对 偶 问 题 的 数学 模型 为 
тіп фФ(Ү)=48у,+120у% 
对 零件 甲 应 满足 Зу. +3y:>5 ) 5 及 6 分 别 代表 甲乙 两 零件 
对 零件 乙 应 满足 yi+4yzz>6 上 单位 产值 (或 单位 成 本 ) 。 
У12»0, y>) 
由 单纯 形 法 解 得 原 问 题 的 最 优 解 ， 
ху®=8, x,*=24, f(X*)=184 
АНЕ RAR: 


2 13 
y* Е Уз = F? Ф(У*) = 184 


原 问 题 与 对 候 问 题 的 对 比如 下 表 : 
原 问 题 对 偶 问 题 
RRAK 求 极 小 
约束 不 等 式 执 号 >> = 
C=[5, 6]” B=[5, 617 
В = [48,. 120]? С = [48, 120]7 
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[ | | 3 N 
A= A= 
3 4 1 4 
最 优 解 fO X*)=184 最 优 解 pw(Y*) = 184 
两 问题 互 为 对 侦 ， TEITE AA ETRS ыы ыы 
求 极 值 问 题 。 


在 线性 规划 问题 中 ,约束 是 作为 不 等 式 处 理 的 ， 可 以 证 明 ， 当 
线性 规划 原 问 题 有 等 式 约束 时 ， 则 对 偶 问 题 中 与 之 对 应 的 变量 У 
非 负 条 件 可 以 取消 。 

相互 对 偶 的 线性 规划 问题 可 用 一 般 数 学 模型 表示 如 下 ;: 

ЕНІ: max ҒО(Х)-СТ”Х- 2, сұх; | 


约束 AX<B & ЖшухчЬ 
ігі 


(3—21) 
Х>ф 或 xo 
151, 2, =, n, ісі, 2, =", т ) 
НЕЯ. min (У) = УВ = > бу; 
H dir T E ай 
ӘЖ A Ү>С 或 > G;;y; Z c; А (3—22) 


Үс»0 或 yi 之 0 
ісі, 2, "оп, т=1, 2, --, т | 
原 问题 Ғх-(ХІХЕЕ”, AXSB, Х>о), Fs 为 原 问题 
可 行 解 域 。 
对 偶 问 题 Ру={Ү|ҮЄЕ", A'Y >С, Y>0}, Fy 为 对 侦 问 
题 可 行 解 域 。 
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原 问 题 的 变量 数 n 等 于 对 侦 问 题 的 约束 数 ， 而 原 问 题 的 约束 数 
т 等 于 对 偶 问 题 的 变量 数 ， 对 偶 问题 的 约束 值 су ЖЕЛИНЕ Н Жаа 
数 中 变量 x; 的 系数 ， 而 原 问题 的 约束 售 b; 是 对 偶 问 题目 标 国 数 
中 变量 у; 的 系数 。 原 问题 约束 不 等 式 < 号 在 对 侦 问 题 中 变 为 > 
号 。 两 个 问题 互相 关联 ， 其 最 优 解 也 蕊 互相 关联 的 ， 一 个 问题 的 最 
优 解 产 生男 一 个 问题 最 优 解 的 全 部 信息 。 可 以 证 明 ， 原 问题 和 对 侦 
问题 都 有 可 行 解 ， 则 其 最 优 和 解 相同 ， 即 : 

max ЇХ) = тіл œY} 


ПХ) WER = ФУ) HTE, REAR, 


[=] ATRA Ал TENTAR: 
FESPA: SX, Fl=YTAX 
对 X PY YHE {ҮК ТЕ TER. 
CTXL SIX, Уу<СВТҮ 
BRS, ғ) Б DRA, GFR MA: 
max /(X)-=C7X#= 5(Х%, V%w)=BTyV%—min (Y) 
Ий 2 КА. 19 


4 Бра 
SX, V)=(Jií y: 38) | 5 3 | | | 
і 2--* 


或 S(X, У) = (481457) sit (521+ 35%) ygt (21 + 222) ys 
应 有 : 1341-4 11x2<<S (XR, Б)<2150031--15787:4-420 
已 和 最 优 解 为 x 二 270，*2* 二 75，/(X*) 二 4335 


15 18 
210—0, эйе, эз#= r, ОР) 4385 


5%, уж) =(1850+225)12+ (270+100)10—33151-880— 4335 
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线性 规划 问题 可 以 用 原 问 题 表示 ， 也 可 以 用 对 偶 问 题 表示 ， 选 
择 那 一 种 可 根据 计算 效率 决定 。 当 原 问 题 的 约束 数 多 而 5 6 ЛЬ 
时 ， 对 偶 问 题 变 量 数 多 而 约束 数 少 。 则 这 时 对 偶 问 题 好 算 ， 因 为 约 
束 数 决定 了 单纯 形 法 中 基础 变量 数 ， 约 束 越 多 ， 计 算 越 复杂 。 

[ 例 2] 产品 生产 安排 问题 ($ 3 一 2 ФИ 7)。 

原 问 题 ， 
тах /(Х)-13х, “11х; 使 产值 (利润) 最 高 
资源 约束 4х1%5х)<1500 ”面积 限制 
5x; + 3x;=<ç1575 原料 限制 
x, +2x, <Ç 420 工人 生产 时 间 限 制 
甲乙 两 种 产量  x;>0, j=l, 2, 
” 则 对 偶 问 题 数学 模型 为 
тіп p(Y )=1500 y, +1575y:+ 42035 
4y: t 5y: + Уа>>13 
5у t 3y: +2ys>1] 


x: 0 i=l, 2, Зе 


原 问 题 | | xB a si 4 5 1 
Ке | a| ке 
(а 53] 5 3 2 
1500 i 13 
B = | 1575 | һ-| іе 
420 J ы 
С,=[13, 1117 С» = [1500, 1575, 420]7 = В 
上 例 中 对 偶 问 题 的 解法 如 下 ; 


1. 变 不 等 式 约束 为 等 式 约束 ， 弛 入 松弛 变量 yo ys 
10%8- | 


4у +55 + ys У £=13 
(3—23) 


бу +3y: + 2ys-— ys = 11 


不 等 式 左 边 减 去 松弛 变量 ya ys С 不 等 号 现在 是 > 号 )。 
2. Жай V =[0, 0, 0, -13, —-11]7 
负 号 不 是 可 行 解 ， 则 不 能 用 单纯 形 法 。 
为 使 初始 解 为 可 行 解 ， 人 为 加 入 一 组 变量 ув. ут, ФК Л 
变量 。 


Ayi +t Бу» + Уз— y t ye= 13 
(3—24) 


5уі%3у:%2у4-У8%/У1-11 

数学 模型 为 ， 

шіп p(Y)=1500y1+ 1575y2 + 420ys My + Мут (3—25) 

M 是 一 个 很 大 的 数 例如 取 5000 ， 称 为 罚 因子 。 它 表示 如 果 
Ув Ут 不 为 零 ， 则 目标 函数 就 要 大 很 多 。 即 使 ya ут 很 小 ， 由 于 
М 很 大 也 会 使 目标 鲍 数 值 变 大 。 从 求 最 优 解 来 说 ， 因 为 M 值 很 
大 ， 将 迫使 变量 уз. у, 的 值 为 零 ， 这 种 方法 称 为 大 M ҰҚ 

如 果 是 求 极 大 值 ， 则 М 应 取 负 。 

з. 以 后 的 解 关 和 单纯 形 东 一样。 


结果 Y*=[ 0, 12, Т, Ó 0, 0, 0, ]" 
ЖЖЖ wp(ZY*)》=4335， 与 原 问 题 最 优 解 一 样 。 
对 惕 线性 规划 的 两 个 定理 
[定理 1] шах CTX «min Y?B (3—26) 
[E] ги Y >0, АХ= В, БН ЕД үт; 得 
ҮТАХ<ҮТЙ 
X Х>0, АТҮ>С, AWRA ХІ, A 
ХТАТҮ>»ХТС 
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ПП СТХ<ХТ АТУ «УТАХ<ВТУ, СХ<[ПТҮ 
Ж max СТХ< тіп ВТУ 


ГЕ 2) 对 于 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 ， 下 列 关 系 式 成 立 ， 如 
RARAS k 个 松弛 变量 为 正 ， 则 其 对 偶 问 题 的 第 5 个 
Ж Л; 0。 

[证 ] 引入 松弛 变量 口 及 VV， 使 两 问题 的 约束 不 等 式 谈 成 等 式 ， 

U = To Нә, “бе, Ukg “Hall, V = [is Us бу Uks “Un] o 
原 问 题 АХ<В-АХыУ- В 
АПШ АСУ>С-АТК-РеС 
АНЫН АННАН YTB=YTAX +YTU 
(ҮТВ- РХ) УТВ- СХ = ҮТИ (АТУ -С)ТХ 

аҮУҰТТПартх 

两 个 问题 的 最 优 解 分 别 为 Х-Х% Ү-УуЖж 

ҮЗТВ-/(Х5У)-0, ШП (V*)TU*+ (ржугХ%-0 
X* y* ұт U*>Q 
# at>, MD у,*=0 
о >00, HJ x0 
HE k ЖЕР А 25635, 


$ 3-7 整数 线性 规划 


一 般 的 无 约束 或 有 约束 的 最 优化 问题 中 所 有 的 变量 均 为 实数 。 
当 最 优化 问题 中 一 部 分 变量 规定 为 整数 时 称 为 整数 规划 问题 ， 这 时 
关于 变量 连续 可 导 的 概念 就 不 再 可 用 了 。 

整数 规划 可 分 线性 整数 规划 和 非 线 性 整数 规划 以 及 混合 整数 规 
划 等 《一 部 分 变量 可 以 是 韭 整数 称 为 混合 整数 规划 ) 。 
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整数 规划 经 常用 在 变量 必须 为 整数 的 地 方 ， 例 如 船上 上 装 货 以 包 
计 ， 人 制造 工厂 以 整数 计算 产品 数 ， 有 的 时 候 求解 一 些 实际 问题 时 ， 
不 引入 整数 变量 ， 不 便于 将 约束 列 成 数学 式 子 ， 也 要 用 整数 规划 。 

[ 例 1] 装 背 包 问 题 

一 组 物品 5-41, 2, ==, М}, ҖЕ £ PER w, НІН v, 
从 S 中 取出 一 些 物品 来 装 背 包 ， 使 总 价值 最 大 ， 而 不 超过 总 重量 
的 给 定 上 限 HW. 

Ф xi=1 表示 选择 第 了 件 物 品 ， 

х;=0 表示 不 选择 第 了 件 物品 ， 
问题 ， max > x U; 


M 
使 > x u SW 


0<х;<1, x, ЖЕ, 1<i<M 
这 种 整数 规划 的 和 解 不 是 0 就 是 1， 称 为 40, 1} 整数 规划 。 


[ 例 2] 旅游 问题 
Е СЕ ЛА ТТ 0 出 发 共 周 游 N +1l1 ct, MAER 
每 个 城市 去 一 次 并 只 去 一 次 ， 使 费用 为 最 小 ， 用 整数 规划 表示 该 问 
题 的 数学 模型 。 
旅游 者 从 城市 i 到 城市 了 用 x;;=1 Еж, ЖШ ху-0 表示 
这 个 人 大 没有 从 城市 i 到 城市 7 с 表示 从 践 市 i 到 城市 i 的 费 
用 。 
对 城市 了 说 ， 一 定 有 另外 的 城市 Gj) 8 рр) ох); 
-1, 而 Xpi = 0, ХИТ ЕМЕН ҒАН RE R 
相当 于 下 述 约束 条 件 ; 
1. 对 所 有 了 城市 ， 总 хут /жо, ixj 
2. 旅游 者 必须 只 离开 每 个 城市 一 次 ， 对 所 有 城市 
111% 


БА 
> х=1 Т9 №, faf 
=1 


歼 数 学 模型 可 表示 成 ; 
min 2 > сі 

хи 为 整数 0 或 1， 并 满足 约束 ， 这 也 是 10, 1) 整数 规划 。 

[B] 3] 分 配 问 题 

电子 工厂 接 到 N 种 不 同 设备 定货 ， 工 三 有 MAEA, 每 人 
都 可 以 做 每 种 设备 ， 问 题 是 要 使 供应 时 间 基 小 。 

а, 表示 第 i 种 设备 的 定货 嘲 。 

ха 表示 第 了 个 工人 做 第 7 种 设备 的 数量 。 

tu RMA £ 个 工人 生产 第 了 种 设备 每 单位 产量 所 需 时 间 。 


uN 
min Ж Z, xfi 
іш ізі 


M 
ФРЖ > хис, j=l, 2, =, N 


对 所 有 і, 1» Xij 必须 为 非 负 整数 。 
[ 例 4] 某 个 最 优化 问题 只 需 满 足下 述 两 式 之 一 ， 


5хі +6х, + 3х: 200 (1) 
3x,+5x,+ 3хҙ%:500. (2) 
如 果 Бх, +6х,+ 85—200 ZL 


3x, +5x,+ 3xs –500=< L, L xe 0 


ШЕ О0, (2) 两 式 不 满足 。 
为 了 将 上 述 约束 式 关 系 表 达 出 来 ， 可 引入 整数 变量 y, x 为 0 
或 1， 它 与 物理 变量 x, x xs 无 关 ， 于 是 可 使 (1)、(2) 两 式 


写成 如 下 形式 ， 
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5х, +6х»+3х,—200< L y 
3х,%5х,%3х,-500</(1-у) 
0 (1) 式 成 立 
2? (2) 式 成 立 


无 论 用 什么 算法 其 结果 可 以 自动 地 确定 y=0 61, БЕЛІК 
足 一 个 约束 。 
一 般 情 况 下 ， 如 果 下 述 9 个 约束 中 至 少 有 个 应 满足 ， 


Хаах: i=l, 2,9%, 4 
则 可 用 数学 形式 表示 这 一 约束 : 


Жах; -Әмсиу ісі, 2, <, 4 


Ў уар Жу ЧИР 0, qp А-1, 


у: = 0 或 1. 
表面 上 看 ， 好 和 象 可 以 将 整数 线性 规划 当 作 普通 线性 规划 处 理 ， 
用 单纯 形 法 求解 ， 然 后 用 舍 位 或 贺 整 方法 得 整数 解 。 但 这 种 方法 不 
能 得 到 最 优 整 数 解 ,例如 图 3 一 14 中 的 点 表示 整数 线性 规划 的 可 行 


图 3—14 整数 线性 规划 图 解 
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解 。 最 优 整 数 解 应 在 图 所 示 的 把 中 ， 按 线性 规划 求解 ， 最 优点 为 
避 *， 它 不 一 定 恰 为 整数 。 售 项 圆 整 后 如 果 得 ХА, “ЕТЕР 
Ж. ІНІН 3 一 14 可 见 X° 是 目标 函数 值 更 大 的 整数 可 行 解 ， 因 而 
是 最 优 整 数 规划 解 。 如 果 Х* 圆 整 后 得 X, EUREIT. 
更 不 可 能 是 最 优 解 。 

六 此 不 能 用 线性 规划 求解 再 用 圆 整 的 办 法 求 最 优 整 数 解 。 

变量 较 少 的 小 型 整数 规划 可 用 穷 举 法 ， 将 所 有 可 能 解 都 列 出 
米 。 但 变量 超过 15—20 以 上 时 用 穷 举 法 是 很 难 求 解 的 。 

较 好 的 办 法 是 分 校 定 界 法 和 制 平面 法 。 | 


一、 分 枝 定 界 法 


本 方法 应 用 “ 解 树 ”的 概念 ， 解 树 是 一 张 图 ， 包 括 整 数 规划 的 
所 有 节点 和 分 枝 ， 如 图 3 一 15。 
闻 点 表示 所 有 可 行 解 集 的 子 集 。 
分 枝 表 示 任 两 点 之 间 的 联 线 。 
[Ü] 1] max /(Х)-х,ғах; 
约束 -2х%3х;53 
Xi + 2x; =< 8 | 
хі. х2220, Ег 


一 2 3 3 
p ЖЕ ° J 
Е={Х|АХ< В, Хо} 


节点 0 表示 所 有 可 行 解 集 жін 
(除了 整数 要 求 外 )， 节 点 1 和 
2 是 可 行 解 子 集 ， 用 简单 图 解 图 3—15 ”整数 轴 划 解 树 
Мара, 用 线性 规划 方法 求解 得 X*=[2.5, 2.7], ОХ» 
=I3.42。 如 果 圆 整 后 得 Х = [3，3】， 在 可 行 解 域 之 外 。 
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因为 х,*=2.7, МЕЖЕ А ха>3 或 х,62, ， 所 以 取 
节点 1 ， 补 充 约 束 хэ>3, НІ 3—16 可 见 x,23 无 可 行 解 ， 
解 为 空 集 。 


图 3—16 图 解法 求解 线性 吾 数 规划 
节点 2 补充 约束 Хі5-2, 用 作 图 法 可 求 得 X*= [4, 2 , 
fO X*)=12, MYA 2 再 往 下 分 只 能 便 fO X) Л 
[ 例 2] 工作 分 配 问 题 
三 个 人 分 配 作 三 件 不 同 的 工作 ， 求 总 效率 最 高 的 分 配方 法 。 


图 3 一 17 工作 分 配 问题 的 解 树 
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xi =l, Жз: 个 人 做 第 j 件 工作 ， 否 则 取 x; =0, НІҢ» 
配 树 图 〈 如 图 3 一 17) ， 节 点 0 表示 所 有 可 能 的 分 配方 案 集 合 ， 设 


效率 矩阵 为 ， 
0.7 0.3 0.4 ` 


ТАРЫ 0.3 0.6 
| \ 0.2 0.6 0.4; 
用 分 技 定 界 法 求解 。 
如 果 分 配方 案 为 xu= x; = xas=1， 则 总 效率 为 
| | е=> е ;=0.7+0.3+0.4=1.4 
计算 节点 1，xi= 1， 则 可 能 的 方案 是 xa = xss=1 , BR Xs = (Хз 
=1, 
еј= 0.7 + тах(0.3, 0.6) +max(0.4, 0.6)=1.9 
e1>e， 所 以 可 往 下 计算 节点 4, х. =1 = хь, 
е4=0.7+0.3+ 0.4 =1.4 . 
ее, ЖАҢ 5, хизха-і, 
es=0.7+0.6+0.6=1.9 
eg， 再 往 下 计算 节点 11, х= х= хаз =1， 
el 一 1.9 
现在 取 e=1.9， 再 计算 节点 2, asl, 
e:=0.5+max(0.3, 0.4) +max(0.6, 0.4) =1.5<е=1.9 
不 必 再 算 下 去 。 
算 节 点 3, xs =1, 
. €3=0.2+ шах(0.3, 0.4) + max(0.3, 0.6)=1.2<e=1.9, 
ЖАЖА Xi = xs = x. =1, e=1.9, 


=. РЕА | 
整数 线性 规划 最 优 解 很 可 能 是 位 于 可 行 解 集 合 内 部 的 一 点 。 而 


用 单纯 形 算法 只 能 在 可 行 解 集 顶 点 上 求解 ， 因 此 不 能 找到 整数 最 优 - 
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解 。 将 原来 的 可 行 解 集 害 去 一 部 分 ，〔 二 维 空间 用 一 条 直线 ， 三 维 
空间 用 一 个 平面 ，” 维 用 超 平面 ) 。 使 最 优 整数 解 成 为 新 的 线性 规 
划 问 题 中 可 行 解 集 的 一 个 顶点 ， 就 可 用 线性 规划 解 出 。 这 种 方法 称 
为 割 平面 法 。 高 莫 雷 靶 是 其 中 的 一 种 。 

1. 解 整数 规划 问题 时 ， 先 忽略 整数 约束 的 要 求 ， 然 后 用 单纯 形 
法 解 线性 规划 问题 。 


2. ”如 果 最 优 解 是 整数 值 ， 则 求解 到 此 为 止 。 

з. 否则 要 引信 一 个 新 的 约束 直线 (平面 或 超 平 面 ) ， 制 掉 一 部 
分 可 行 域 从 而 压缩 原 来 的 可 行 解 集合 。 新 的 约束 超 平面 应 当 使 原 问 
题 的 线性 规则 最 优 解 成 为 不 可 行 。 

4. ”然后 用 单纯 形 法 解 这 个 新 的 线性 规划 问题 ， 如 果 新 的 最 优 解 
还 不 是 整数 ， 则 需要 再 引入 另 一 个 约束 超 平面 。 关 键 问题 是 如 何 构 
成 新 的 约束 。 

Н) max fixi, X) = %1+ 2x 
209; 0<х:%3, x;2°0 
2x, + 556 
хі, Ха 为 整数 。 I 

“ 岂 作 图 站 可 知 ( 见 图 3-18) 
整数 规划 最 优 解 为 : 

X*=[1, 3]”, 
HESIA HAWE xs. ху, 
约束 为 : 

OXit xx + Xs+0%a= 3 


2X1+ X, + 0ха+х,=6 


线性 规划 问题 为 | 
max CTX, C= [i,2,0,0]7 整数 规划 图 解 
AX =B, X =[х,,х,„,хауха]Т 图 3—18 „/(Ху=ая,+2‹ 
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F={X|XEE"”"*", AX = B, Х>0) 
f 1 1 
А= 
2 1 0 
如 果 不 考 虑 整数 约束 ， 用 单纯 形 法 得 最 优 的 线性 规划 解 为 ; 
Ж-(1.5, 8, 0, 017 
4, Х=[Х\, X]? / 


B=[3, 6]7 


. x, 
[Ans A] | | = В 
x, 


H (3—17) Ж. 
Ре т 4,7! В = AIAX: 


0 1 1 0 
ЖА, а) | al 
2 1 


(е ымы 
3 Хз 

1 1 1 
%1-1.5%-2%--, 44-11 2 (1+xs— x4) 


即将 x, 分 成 整数 与 小 数 部 分 。 
为 求 得 整数 应 令 。 1+xs 一 x 所 0 
Хаз3-х; 
Ха-6-2х1- ж. 


< 1+83—хх;,—6+2х{,-+ X; Ü 或 -2%2х,5:0, HII x sS 1 
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1 
实际 上 : ху=1+--(1+ Xs ~ 54)&1+0 


xi<1 为 新 的 约束 ， 原 有 约束 2x1+ xs<6 多 余 ， 于 是 我 们 得 
到 新 的 线性 规划 问题 为 : 

тах /(Х)шхі%?2х; 

0=< xi<1 

0=<x,=<3 
. Жі» xs 为 整数 。 
再 用 单纯 形 法 求解 得 〈 见 图 3—19), 1 
xi=1, X23= 93, 


即 为 整数 规划 的 最 优 解 。 


Xi 
割 平面 法 求解 线性 整数 规划 问题 
习 题 图 3—19 


1. BERR 5 个 电阻 元 件 组 成 (图 3—20) ， 第 个 元 件 


K, R, 


图 3 一 20 
的 电阻 值 为 Rro 5 x, 为 流 过 R, 的 电流 ，&= 1，2，…，5， 现 
在 要 确定 流 过 该 网 络 的 最 大 电流 ,约束 条 件 : Оха, 1<F=<5, 
”将 上 述 问 题 列 成 线性 规划 模型 。 
`2. 在 图 3 一 21 电阻 网 络 中 、 要 
决定 每 个 电阻 元 件 的 阻 值 ， 使 网 络 中 。 
消耗 的 总 功率 为 最 小 ， 将 问题 列 成 线 
性 规划 的 数学 模型 ， 设 约束 条 件 为 ， 
ЕН №, 上 的 电压 U, 时 ， 
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Timin Га Гах Е-1,2,"",4 
1 
( 注 )， 解 题 时 可 用 电导 Gr= Re 


3。 图 解法 求解 线性 规划 问题 
max f(X)=x1+2X2 
约束 : 3х1%2х5<60 

2x i+ 6x;<90 
x i+ 3x30 
2xi+ X,==20 

4. Ж тәх /f(X)=8xi-4Xx5 

Xi20, X0 
X í— XS 2y 
2 xi — X, =< 6 
5. 线性 规划 问题 
JX) =x taa 


АХ 2 В 
X >= 0 
1.21; 
qa! 6 2 7 Ве |4, 12, 2]Т, X afix х]? 
“0 1: 


已 知 其 最 优 解 为 х= [2，2]7， 求 对 偶 线 性 规划 问题 。 
(ш): ЖАНЕ» -АХ<-В, Жл, 
6. MARE ЕДЕ ТЕ ЖЕЛІ. | 
max f(X)=x+4x; 
一 2xX1+3x2<3 
XI 二 2xX2s8 
xn хо>0, ЖЭНЕ. 


4120: 


7. К. а E 
шах }/(Х)=ху+2х» 
жхі2>0, 0=<x,;=<3, 
2х1--х;<6 
хі, Хз 为 整数 。 
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第 四 章 “ 非 线性 规划 
$ 4-1 非 线性 规划 的 数学 模型 


静态 规划 的 一 般 数学 模型 为 
min fiX) (4—1) 
约束 g: X)=0 ізі, 2, e, т, т< 
ААХУ>0 j=l, 2, =, r 
X EE" 
如 果 在 上 述 数 学 模型 中 ， 有 一 个 或 几 个 函数 是 变量 X 的 非 线 
性 函数 ， 则 这 种 最 优化 问题 称 为 非 线 性 规划 (或 非 线 性 最 优化 》。 
线性 规划 可 以 看 作 是 非 线 性 规划 的 特殊 情况 ， 它 要 求 数 学 模型 


”中 所 有 函数 都 古 线 性 的 。 当 约束 为 线性 ， 而 目标 函数 为 二 次 型 或 二 
次 函数 时 ， 则 称 为 二 次 规划 ， 其 数学 模型 为 : 


min f(X)=XTQX+CTX+K “° (4—2) 
约束 : АХ>В (或 AX<B) 
X>0 
AH Q 为 正定 或 平 正定 方 阵 。 
除了 二 次 规划 以 外 ， 另 一 类 典型 的 非 线性 规划 就 是 几何 规划 。 
几何 规划 是 在 工程 设计 中 常见 的 。 它 的 目标 函数 及 约束 不 等 式 具 有 
多 元 多 项 式 的 形式 。 | 
122 • 


ИА 


ХСХ) =6+3х,- 8х. 7 X + 2xX iX; — 3XiXs + 4 ха +} - 
= 9x;° + хэ? 
是 一 个 二 次 函数 ， 它 是 变量 xi, xà, xs 的 二 次 多 项 式 函数 。 
而 目标 函数 | 
1 
fe X) = XiX Xg + хіх + 4ху t + Bxs 2 


1% 2 
则 是 Xr, Xr, Ха 的 三 次 多 项 式 函 数 。 
其 简单 的 几何 规划 例子 是 ， 
1. “шіп f(x) = xM 
g(x)= x>] 


2. min (Хә) = ху хода +30805 2 


g(X)= += Xs + 3x C хаті 


pe wep 
Хо 
MARIREA у У 


min СХ) = CLXIP I урла д Pin РЕ 


m п 
+ С?т талоо „Ртл = > с; E хуй | 
іші 


із 


式 中 cil, Pij 为 正 或 负 实数 ， 也 可 以 为 零 。 


约束 9g(X)= акидаанд ин + GI atr зө 8 
r ” 
=> al П ху |<0 
іі ігі 


“123. 


式 中 aq 之 0， qij 为 正 或 负 的 实数 ， 或 为 零 。 


变压器 、 磁 放大 器 及 管 式 热 交换 器 等 的 优化 设计 均 具有 几何 规 


划 形 式 的 数学 模型 。 
还 有 一 类 非 线 性 规划 的 目标 函数 具有 变量 平方 和 的 形式 。 例 如 


fO X) = 立 xi 
' ісі E 


Ж.Қ МЕНІН ЖК дело ЯА, 

一 个 非 线 性 规划 问题 可 以 近似 为 一 连 串 的 线性 规划 或 二 次 规划 

O 问题 ， 逐 个 进行 求解 ， 这 种 方法 称 为 近似 规划 方法 。 

目标 函数 为 凸 函数 而 可 行 域 为 凸 集 时 ， 这 种 非 线性 规划 称 为 凸 

规划 。 | 
对 不 等 式 约 束 ， 可 以 通过 加 松弛 变量 ， 化 为 等 式 约 素 ， 例 如 : 


hi(X) EO (4—3) 

化 为 vth(X)=0 (4—4) 
如 果 hX, МЫҢ а 42 

- h; (X)<0 (4—5) 


对 等 式 约束 0:0) =0 ;=1, 2, =, т, TAER 2m 个 不 
等 式 约束 
(9:<ХО>0 і-1, 2, “e, M 
< (4—6) 
(-а/Х)>й 


这 样 ， 非 线性 规划 问题 是 在 约束 包围 所 形成 的 可 行 解 域内 求 极 
值 ， 根 据 约 束 条 件 对 目标 函数 影响 的 程度 ， 最 优 解 ХА 可 能 在 约 
束 集合 形成 的 边界 上 上， 也 可 能 在 可 行 域 以 内 。 一 般 情 况 下 ， 显 然 不 
能 用 求 f(XX) 驻 点 的 方法 求 最 优 位 的 条 件 ， 

[ 例 ] 图 4 一 1 表示 用 图 解法 求解 一 个 二 维 的 二 次 规划 。 

数学 模型 为 
• 124. 


mar Ру =й Лк аата: 
约束 ; @4х, + 5.х5%1500 


©)5х + 3х,%215765 
(9) х + 2x420 


x;>0 ү=1, 2 


ZL N 3000 


ы F i 全 Ж 
ЧЕ Ба А 


Жо в us РР арды 
= L. ZZ Z 


zi 


图 4 一 1 РЕНО ААРА ЕЗИ АЯ 
本 例 除 目标 图 数 为 非 线性 以 外 ， 共 他 约束 条 件 均 与 第 三 章 中 ($ 3 一 
3) 线 性 规划 例题 相同 。 由 图 4 一 1 可 见 ， 这 个 非 线性 规划 问题 的 最 
优 解 是 在 约束 边界 上 ， 最 优 目标 函数 fOX*)=5285,6 与 可 行 域 边 

ЖАНЫ), RS х, =172, x;* = 124。 

BEREARI О-Н 3 一 6) ， 上 述 非 线 

性 规划 的 解 的 特点 是 ， 最 优 解 不 一 定 在 可 行 域 顶点 。 
+ 125 。 


此 外 非 线性 规划 间 题 的 最 优 解 还 有 如 下 的 特点 ， 某 个 无 约束 极 
值 问题 可 能 疫 有 局 部 极 小 值 ， 但 加 上 非 线性 约束 以 后 ， 却 可 能 出 更 
两 个 或 两 个 以 上 的 局 部 极 小 值 点 ， 而 且 这 些 极 小 值 点 不 一 定 是 无 约 
束 极 值 问 题 的 全 局 极 小 值 点 。 


§ 4-2， 非 线性 规划 应 用 举例 


ІІ 1] 非 线 性 曲线 拟 合 问 题 
设 某 个 物理 现象 的 数学 模型 为 


plt) = xi хез" 


用 试验 求 得 t; 时 p(t,) 的 值 如 表 所 示 《f=1，2，*…，1m) 。 
现在 要 确定 参数 хі. ха. xy Е ВТ ч ) : 
得 试验 点 构成 的 曲线 与 理论 曲线 〈 数 | | | 
学 模型 ) 误差 平方 和 为 最 小 ， ВП в Ф 11 фі @ "~ Фа 
小 二 乘 意 多 下 求 最 优 参 数 х.». — 
хә 约束 为 xs ЧЕЙ, Н хү+х»=1, 称 为 曲线 拟 合 问题 

这 个 非 线 性 规划 的 数学 模型 可 表示 为 


min fO хь xa) = > ГФО) = хут xes" (4—7) 


约束 xi+ xs=1 
522 0 


(Ж 2] 变压器 的 最 优 设计 

对 变压器 进行 优化 设计 时 ， 要 考虑 在 满足 对 性 能 要 求 的 前 提 
下 ， 使 变压器 的 总 重量 、 体 积 或 材料 消耗 为 最 小 。 

设 我 们 规定 使 变压器 总 重量 C 为 最 小 ， 变 压 器 主要 尺寸 为 铁心 
RE s. 及 磁 路 平均 长 1.， 则 G 可 表 为 sala J В 等 的 函数 。7 
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及 В ОЗ ИЕ ЕЕ ЕНІН, РЕВЕ К Ж 8 ЖЕШ P> 
Po Ж п> то, {а 0-0, ӘЛДИЛЕ s. I. ;. В ЇЙ 
%, Р,, то, 05 ЖЕТ. 

Н, ЗАНАЕТОТ ААРАУ F, ЖЫ 
ғ lo J, В. 


тіп С(5, la p, В) 

ЖӘ. P(s, L, p БәтР, 
nlses 1» p B) Sno 
#(з„, la j, В)<%9, 


以 小 型 变压器 (输出 功率 为 500 А ED 的 优化 设计 为 例 。 
设 变压器 的 结构 型 式 为 壳 型 〈 铁 心 为 E 形 ) ， 有 三 个 铁心 柱 ， 中 
柱 上 套 线 圈 ) 。 给 定额 定 电 压 、 频 率 。 已 知 变压器 的 额定 功率 为 
P。， 运 行 时 的 功率 损 契 太 。。 为 了 保证 变压器 不 会 过 热 ， 规 定 了 
变压器 单位 面积 散发 功率 w. 

要 求 确定 变压器 的 几何 尺寸 及 电磁 参数 В 和 j 使 变压器 的 
材料 和 运行 费用 为 景 小 (假设 变压器 寿命 为 20 年 ， 每 天 运行 24 
小 时 ), 并 满足 给 定 要 求 ， 即 设计 结果 应 有 ， 变 压 器 输出 功率 为 P., 
功率 损耗 <, ТТ со, 

假设 变压器 绕组 塞 满 窗口 ， 铁 心 柱 宽 为 x1， 铁 心 柱 厚 为 xo 
绕组 截面 积 〈 即 一 个 窗口 面积 ) 为 rs MATH xo BbJ 
为 2%1， 则 变压器 几何 尺寸 与 变量 x tn xa x 的 关系 如 下 ; 

铁心 〔 磁 路 ) 的 平均 长 | 


L = 2(x: + Xt xa) 
бао GU MA 
So 5 ХІХ 
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ЫҢ ШЕК 
| „= 20х1+ ‚Хе + х4) 
绕组 (ТЕ) 面积 

S m= х, 


Б» GIE) 体积 


) ЖЕКИАЕ КЕЗЕ ЛЕЛЕЕТЕЕТ 

绕组 《 视 在 ) 体积 
Vas S mlm = 20:58021 + 24% х.) 

变压器 散热 面积 可 计算 得 ， 

біт 2х 2, + Ax; + 2х3 +3x4] +2x [m x; + хз + 2x.] +2ха45+4 
变压器 额定 功率 = 额定 电压 x 额定 电流 

或 VA=4.44f BS.keNXxI 
-(4,.44У/В5,8)х()5,,) 


式 中 В 为 铁心 磁 密 ， 单 位 为 Tesla, 
р. 及 Ra 分 别 为 铁心 选 片 系数 及 绕组 填充 系数 ， 将 S. K S, 
БАРЫ хі. х. ха. X4 关系 代 人 上 式 得 ， 


V А=Ёхүх»„хуха]В 


或 中 Ё=4.44/ЬБ„Һ 为 常数 。 
ДЕ НЕЙ КДА И. RA И”, ААИ: 
ИИә=уЙ„В°*=3ү(хүх)(х t xz + ха) В? 
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Иы=д„]*=28д(х»ха)( ху + 22% кәй 


式 中 ?及 å 分 别 为 铁 损 系数 及 铜 损 系数 。 则 总 损耗 W = HW +W, 
变压器 优化 设计 的 约束 条 件 为 : 


-设计 的 詹 安 数 = 所 需 伏 安 数 ， 

设计 的 功率 损耗 慎 志 对 损耗 的 限制 ， 

设计 的 单位 面积 散发 功率 专 对 读 值 的 限制 。 
п, g,(X)=Exix;xsx B- P = 0 


0 (Х)=2ухух,(ху+ X, + x.) В? + 


26х,ха( хі ғаз хал - W  <0 


gI (X) = 2715401 + X: + жа) В t 20хьхаС х1 + 
š 2x,(2x, 4X, + 2xs +3х4) + 2хә(лх»›+ 


十 要 xa + x) j? 


кла +2ху) +2хаХ+4 Е иа) 


Х = [х,, хз, хз, х, j, ВІ >0 


约束 函数 是 多 元 多 项 式 ， 因 此 变压器 优化 设计 的 数学 和 模型 是 几 
何 规划 形式 。 
变压器 优化 设计 的 目标 函数 为 


fO X)y=faX)+f.(X) 


其 中 f1(X) = аР, + PV h, 表示 材料 费 ， 
a 及 上 分别 为 硅钢 片 及 铜 线 的 单位 价格 。 
РОХ) = T p(W. + 810) 
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”表示 运行 费 ，T AAA ОРД 20 Ж, ЖА 175000 ДИ, р 
为 每 度 电 费 ，k ЖАН Ж. ВЗЕН UE SISA IE. 
СХ) = аў, + AV „В, + ЖАН ВИ mT p 
=2 xXx lxi + xat xa) (аһ + pB2) + | 
2х,х3(х1+ бх, + х.) (Bhn + z jè) 
式 中 р= Тру, о= Т рӧк 
. 于 是 变压器 优化 设计 向 题 的 数学 模型 为 
тіп (Хх) = єх) + (ХО 
9:0Х) = 0 
Ф”зСХ)0 
ga Х)<0 
X ={ xis хі, Xs Ха, j, B]7T>0 


[ 例 3] AARRE 。 
选 频 网 络 可 用 计算 机 辅助 设计 ， 也 经 常 遇 到 寻 优 问题 。 
图 4 一 2 表示 一 个 梯形 低 通 网 络 。 网 络 的 阶 次 为 n， + 为 无 区 
元 体 CL. C) Н. Р, ABRAM, Р, 为 负载 电阻 ， 均 假设 
”为 已 知 的 。 


图 4—2 梯形 LC 低 通 网 络 
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网 络 的 响应 函数 为 H(jo) = oy Ай V (o) 为 输入 
电压 的 频率 特性 ，V,( jw》 为 输出 电压 的 频率 特性 。 显 然 这 个 网 络 
响应 函数 是 ЖӘНЕ X=(Cu Lo Co Lo = СТЫН. 

以 二 阶 系统 为 例 ， 可 以 证 明 (这 时 л=2, Су=С, L= L): 
Volio) 1 


V (jo) ЁТ: Р, ICU0)+ СВ, С +. е Эс) 1 + (1+ 


P 
py 


SE ТИНИ! 
© aljo)? +a jo) + a (4—8) 


网 络 优化 设计 的 任务 是 先 | 
择 这 п 个 网 络 元 件 参数 ， 使 实 | 154) 
际 计算 的 网 络 函 数 与 给 定 要 求 
的 网 络 函数 间 的 误差 平方 和 为 
最 小 。 

图 4 一 3 表示 网 络 函 数 幅 
值 给 定 值 Go 与 计算 值 Е tit 


ІНсіө, ХЭ 2.95, ERr 实 线 一 一 计算 值 52. 
2E — iA ` Я 
的 一 段 频率 特性 上 选择 mm 个 Еи 
` x = 21а KZ 
ң, Жад, АКЛ 图 4 一 3 网 络 响应 函数 
e, = |H Cjo) ~ H jorn ХХ (4—9) 


实际 响应 H (jo) п MER (С, а, Co ==, СО 有 关 。 
目标 函数 为 


2 W es: (4—10) 
W, 为 非 负 的 权 图 数 。 | 
因此 这 是 无 约束 非 线性 极 值 问 题 ， 其 数学 模型 为 : 
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min > W e° . (4—11) 
. 如 果 我 们 还 楼 求 网 络 功 率 消 耗 为 最 小 ， 则 可 将 目标 函数 改写 
为 | 
wia к> Же: (4—12) 
K: 及 K, 为 权 函数 。 | 
[W 4] 电厂 发 电机 组 间 的 经 济 负荷 分 配 


设 有 三 台 发 电机 组 并 联运 行 ， 功 率 分 别 为 ха. ха. wÍ (KW), 
每 台 发 电机 的 发 电费 用 分 别 为 | 


f (xi) =2х#+8хү+ 1 
0х1) = х®+ Ax; + 2 


fal xs) = хз? + xs + 6 


要 求 三 台 发 电机 总 功率 为 工 ， 求 发 电机 给 问 最 优 负荷 分 配 ， 
使 发 电 部 费用 为 最 小 。 则 经 济 负荷 分 配 问 题 的 数学 模型 为 


3 
min > };(җ) 
=1 


[ 例 5] 动态 最 优 控制 问题 的 参数 化 方法 
求 动态 系统 最 优 控 制 近似 解 的 最 简单 方法 是 将 控制 变量 шо!) 
. 参数 化 ， 例 如 表达 成 下 述 形式 ， 


В | 
„(Фу = 5, ахау „ (4—13) 


ЖЕНА а, as =, ал}, НЕОН 
132. Ы 


设 系统 的 状态 方程 为 


#= —0.2х + 10tanh цї# 1 (4—14) 
Ж очо) E 2] ЕЖИК, EHR: 
min J= [/(1ох#+и®)# +10) (4—15) 
取 u(1)=a,+ at + ast2 


Ві ва НЕОН 9, ВИКА. НЕН, niq 
T 变 成 三 个 参数 ai, а), as 的 非 线 性 函数 。 


/ = (а, а аз) 
于 是 可 用 非 线性 规划 求解 。 


54-5 库 因 ~ 图 克 定 理 - 一 有 趟 等 式 
约束 的 最 优化 理论 


设 最 优化 问题 


min f(X) (4—16) 

约束 条 件 02.(Х9<0, i=l, 2, з, т 

FOR g X)2 2 БАЖ. | 

第 二 章 中 已 经 说 过 ， 引 入 松弛 变量 ， 将 不 等 式 约 束 变 为 等 式 约 
束 ， 就 可 以 用 拉 税 朗 日 古典 备 论 求解 ， 库 思 一 图 克 定理 与 控 格 朗 日 
方法 有 一 定 联系 ， 因 此 我 们 先 讨 论 一 下 拉 格 朗 日 乘 子 法 求 最 优化 问 “ 
题 。 


[ 注 ] 
tank = i ш 


二 和 一 称 为 双 曲 正切 。 
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由 于 非 线 性 规划 中 不 一 定 有 变量 为 非 负 的 约束 ， 因 此 一 般 取 松 
弛 变量 的 平方 项 ， 将 约束 不 等 式 化 为 等 式 ， 
g:(X) +u = 0 
ЖУЛ ИНН ARA: 
ЫХ, А, V)=fOO+2 АД ЖӘ ғо 22 04—17) 
LIX, А, РОЭФИНЯЖ RFT: 


дг af < дд; Е, Ë ; 
о І А; и: тт $ = .... : 
к дх, OX +z | дх, | 0, Е-1,2,44," | 


(2) i- = р,(Ху+оа= о, а Оин ' (4—18) 
(3) алы) іл1,2,--,т 
3 


条 件 (3) 有 三 种 情况 : 
(а) A; e = 0, O; Se 0, 
(5) o = 0, A * == 0, 


(c) A; = u =ф„ 


需要 分 别 讨论 。 

讨论 ; 

(а) 设 А;*=0, ІП о;*#0,Ш g,( XY)<0， 说 明 最 优 解 在 约 
东边 界 以 内 。 由 (4 一 18》 式 条 件 〈1)， 0， k=l, 2, ==, n. 
WV f(X*)=0, ЗЕН АЕ RE. 

(b) ВЕ о,®=0,[Ш A50, H] 9.0%) = 0, ША iA 
约束 边界 上 。 由 于 4# 关 0， 故 这 是 有 约束 的 最 优化 问题 ， 最 UL WW 
ЖЕ V fO X*)=0 HR. | 


24134. 


(с) ю*=0, 5;*®=0, 则 gi(X*) 
=0, 由 (4—18) 式 条 件 (1) У/ (ХУ) 
=0, 说 明 最 优 解 既 在 约束 边界 上， 又 
WE VCX*)=0， 即 约束 边界 恰好 经 
过 无 约束 最 优点 。 


[B] mia (x-a) +b 
约束 х= с 
сеа 


1,=(х-а)%?+ВЬ+А(х—-с+фщ?) 


4 ЭГ E E E 
OX 


ƏL y 2- 
@ ЭА =x-—¿c +u = () 


@ д1, ш2АДо-ф 
до 


НЕ: (а) А%-0,х-а,оі-с-а, c> 
а, 则 为 实数 ， Be t; g х* = 
а, с>а СЕ 4 一 4a) 


(b)ut=0, хҰ-с,Л%-2(а-с) 


<0,c>a， 最 优 解 在 约束 边界 


Eo (图 4—45) 
(c)p*= 0, A#=0,x*=c,c=a, 
最 优 解 为 x** = a， 约 束 边界 穿 
过 该 点 。 (图 4 一 4c) 
当 不 等 式 约束 很 多 对， 要 引 人 很 多 
个 松弛 变量 ， 因 此 用 这 种 方法 求解 是 很 


ХЖаа < х 
(азс>а 3--еЙй 
TES 


“l 


хе ег 


(9) >а LA 


ШЕ 


L >z 2 — 
ACE == R x 


о. 
图 4 一 4 Ж ZG)=(G— 
4)? 十 6 АМЕ, өс, с>а, 
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困难 的 。 

1951 年 库 恩 一 图 克 提 出 了 处 理 不 等 式 约束 条 件 下 非 线性 最 优 
化 问题 的 完整 理论 ， 得 到 一 组 不 等 式 约 束 最 优 问题 的 必要 条 件 ， 称 
为 库 恩 一 图 克 定 理 ， 使 非 线 性 最 优化 理论 发 展 到 一 个 新 的 阶段 。 
定理 1. 

设 最 优化 问题 为 [ 注 ira 23 


min (ХО 
| (4-19) 
| 约束 gi XJK, =l, 2, +“, т 
设 f(X) 及 gX) HARAR 
与 拉 格 朗 日 函数 类 似 ， 定 闵 
ГОХ DE > Agii X) 


ЖЕБЕ 2, 存在 ， 则 在 最 优点 X*, WEWE TERI: 
Ta 4 299 0, j=l, 2, =en 2 


x; 

RVL(X*, А*)=0 . 
2. 9 ,(X*)=<0, i=l, 2, mm V L ( X*,A*)= 0 
3. Ажо (X*)=0,1=1.2, т, K (A*)TG(X*)=0 
4. А >0 ; 

Ж А= [А2 Аз, =", Am] 

е(Х)-(Г2і KET) ety 2.17 
以 上 条 件 称 为 库 因 一 图 克 条 件 ，4; 称 为 库 思 一 图 克 葬 子 ， 


ПЕ 11: FSRR ”СОО>0, СЕЛФИ ЖЕНЕ), ， 则 上 述 
驻 点 条 件 © 应 改 为 2450. 
Пк 21. Жапах/(Х) WEL Re: (X)220, Щй ARAON. 


(4—20) 
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[定理 1 的 证 明 ]， 将 不 等 式 约束 2.(X)<0 变 为 等 式 约束 ; 
$,+0,(Х)=0, ізі, 2, “еу m 
S; ЖАЗЫЛ, 5,2-0 
ШӘ Н ЙС. 
ІСХ,5,А) = 10) +5, ТЕУ 2201 


TÆ: 


ж ÇK дж ж т (XF 
ЭЕСХ*,5*,л®у ӘӘ, 3 да ХУ. дањ 
Әх; Әх; z, Өх; 


ƏL(X*,S*,A*) 
93, 


已 知 5,520, ЖЖ. 
90 Х®)<о (约束 条 件 ) , HED. 
ал Хы A). 


5,4-2, ( X*)=0 


x 55, >o CTS SNF 55-0 时， 
则 移动 到 5,>0, /‹Х,5,2)Й ЕЛ, [їп 5;*=—=0 ЫТ 
ЖЖ». AWR 2,420, MAHO. 
Ж 5,5-0 ШЖ k, 5,9 PEK SLAD ao, 或 S wA -= 
$ ткені а 5 2 ї š 
0, 已 知 5;#+д,(Х*) = 0, S ,* = — g:;(X*) | 


4;*9;‹ Х*®)=0, MWAO 


ШЕВ 
Е, KHE А, НӘН 001, ІНЕН ЕЗГЕ 
负 ， 而 库 因 一 图 兄 滋 子 Ас 的 答 号 是 确定 的 。 
[ 例 1 min /(х)=(х-а)?+Ь5 


41314 


HE хәс, W х-с>ф 
[R] ЖУ 
L(x,2)=(x-a):+b+ A(x — c) 
41, 


则 таса) Ci) 
я = x — c> 0 (2) 
A(x—c)=0 (3) 

АО (4) 


ВИЧ. (а) А=0, хс, 
(b) х-є=0, А%0, 

(с) А = 0, x = c, 

于 是 : 


(a) H (10, #F2*#=0, W х*®=а, 


(Ь),(с)Ж Ж х*=сЩА* = 2(а- c),0 
ІН» 当 ac, M х*® =a А*= 0; 

当 а<с, 则 х® = с, 

АЖ =2(а-с)<0 

Бф Н RPAN ДЕЙН] 
(А 2—5) 。 
[ 例 2] min }(Х)=х,*+6хух„—4х, 

| -2х, 


2. X)= x +2x,—-1=<0 
90Ху = x, Xi - 2<0 
由 库 轧 一 图 克 定 理 
1. 2х(+6х,-4+2Аүху- А, = 0 
+ 138, | 


\ 
= | 
| 
| 
| 
| 


(4) с=а 
图 4 一 5 “用 库 因 一 图 克 定 
ЛЕК ЖЕ {РИШ 1 


6%,—2+2À i+ A, = 0 
2. x + 2x,-1=<0 
s 
3. Ж1(х1%%2х,-1)-0 
A;(x, —xiíi—+)=0 
4. A0, A0 


H 81(Х)0, 2.(Х)<0 构成 的 可 行 域 F 如 图 4—6 ha, 
b, с, d 以 下 阴影 线 范围 。 


gs = x Xi l=) 
2 


s 巨 约束 极 值 点 


RN 


NU 


d 


Ж 
图 4—6 ЛЕ PE ЖЕ ШЕШ 2 
该 目标 函数 可 写成 
Х)= XOX EC Os 


1 


Че С-іІ-а, -217 
其 无 约束 极 小 值 点 为 =q жа 5, fOOBR 8 Ж-М, 


‚139. 


a иара 
讨论 ， 
由 库 思 一 图 克 定理 所 得 到 的 有 约束 最 优 的 必要 条 件 可 分 四 种 情 
Üi: 
с. Ада=А„=0, 01(Х)<0, ga Х2<0 
MERER AAA ОАА ӨСИЕТІ, АП 
可 能 满足 全 部 库 思 一 图 克 条 件 。 
№. МАЕ 1, ху+3х. = ай ху, 1» жат уз 
将 这 组 解 代 入 条 件 2 хі: tsp 1-1, 即 不 满足 20090, 这 
个 解 实 | 款 .上 是 向 Vf(X)=0 得 到 的 ， 因此 是 不 可 行 的 ， 可 见 这 种 
情况 不 成 立 。 
b, 220, 2.20, Ж 0(Х)=0, g.(X )= 0, 
‚ЭШЕЙ Ea А, £. ES rh БУ E r oF b. сд E. ЖШ 
9i(X)=0, g X)=0, RAHM: 


| х= —2 


2 
将 解 代入 条 件 1 ， 
xi=0 f 41-1.5, 
o 2,= - 1， 不 满足 А0 的 条 件 。 
xi= -2 得 4:= -31/2, 不 满足 2і>0 的 条 件 。 
| 7732 42,-45, 
因此 这 种 情况 也 不 成 立 。 


с. 2Аі-0, 4,>06。 

ШІ о2.СХ)<0, 2-(Х)-0, БАЙЫН bc Er, В) ж 
gx(X)=0 的 边界 上 。 
140. 


ЖШ, НАЕ 1, 2х1-6х:-4-4;<0 
б6хү-2-—А4А,=20 


НАЗ, xsi 
联 解 以 上 三 式 得 ; 
ху= 3/14 
ç хі-10/14 
А, = 10/14 
不 满足 0:00) <0 的 条 件 。 这 时 хао хо >, 可见 这 种 
情况 也 不 成 立 。 
а. A, = 0, ВІ JLA) LO 
А20, 910) =0 
最 优 解 应 在 о СХ) = 0 边界 以 内 ,而 位 于 9:0) =0 边界 上 ， 
ШЖ Шаһ 或 cd Eo 
由 条 件 1 ， 2ху+6х-4+2Аүху=0 
бхі-2-221-0 


由 条 件 3 х1852х,-1 

ЖЕ. x= x= -1- 2 
218-443,/2 
它 满足 所 有 约束 条 件 。 

由 此 可 见 库 轧 一 图 克 定理 告诉 我 们 ， 如 果 目 标 函 数 /(X 0653 
约束 极 什 点 位 于 约束 的 边界 以 外 ， 则 不 等 式 约束 下 的 最 优 解 一 定 在 
某 些 约束 的 边界 上 。 

如 果 SOOM 9;( 王 ) 均 为 上 四国 数 , 则 库 因 一 图 克 条 件 为 FX) 
取 极 值 的 必要 及 充分 条 件 。 如 果 (ERLAR Ж gX) 

- ці: 


` Эчен. ПРЕ —B y£ ЕТЕЛ 
ЖЕНЕВЕ ОАА) 极 小 
值 的 充分 必要 条 件 。 

定理 2。 


тіп f(X) 
рчы 
x >= 0, 1ї=1,2,ее,п - 
АЖ RIEA: 
Vf(X*)>0 
(X*)' {(Х*у=<0 ? (4—22) 
X*>0 | 
”分 几 种 情况 讨论 LE 4—7): 
а. 若 最 优 解 在 约 来 边界 内 , 即 XX*>>0， 
H| 六 YA(X*)=0 
图 4 一 7(e) 表 示 一 维 的 情况 。 


ж 
І 


x; 


(X*)'7/0(X*)y=0 也 成 立 。 
b. WR X* EARE, Ш Х%-0, 
这 时 又 可 能 有 两 种 情况 如 图 4-7 
(8) 及 (《c) 所 示 。 
i. df >0 
ГІ 写成 ŻE o 
САНА 


142: 


469) 


Сх”) 


ах ғ) 


| 
t 
( 
І 
І 
! 
І 
t 
| 
| 
I 
П 
Ж 


(а)м%>0 


(8)#*=0 


25007 еі) 


х 


1 4-7 (4—22) 
的 三 种 可 和 能 情况 


тін х) =0 йз, ВДОХ) /CX*) = 0, 
党 合 上 述 几 种 情况 ， 将 必 村 条 件 写 成 一 般 形式 ， 得 


57 X*)>0 
СТОК) = 
Х%о0 


定理 3 。 


тіп f(X) 
约束 2:СХУ)ж<0 іс1,2,-“,т ) (4—23) 


x = 0, І-1,2,--,п 
比 定理 1 的 模型 多 了 一 组 约束 ху>>0. 
定义 ТОХА, н) + дох) + 5, шуху (4—24) 
2 2 
BL ха, 25, ayo Bf СУ arbet пу с, 
; Әх; ілі дх; 


ізі, 2, "оп 
БЕН 2*， 则 必要 条 件 中 将 不 包含 ua 


令 u Pex =O, русо 
定义 LX, Әз Ж Hg 
3L 


a А*) =- 站 с үре н (АХ%)--и,>0 


1-1,2,ч-,! 
* 143» 


.. ж, ж... . Е f * z ж 09: ж ж- 
. Hj Xj 0, .. Е (Х ›+® 5 Be ) Xj =0 


我 们 得 必要 条 件 为 ， 
а» 2Еха,аау = 27 (х*у+ 299 (X*y>0,] 
дх; Әх; ізі дх: | 
或 VxL(X*,A*)>0 
(2) 0;(Х*®)<0 或 57, Х%,2%)<0 | 

ж) 2}, ужу ә 48991 уж |+ ‚ (4—25) 

(3) x; Е ›+ 2 4, А ) | 0 | 
| 或 ХЖ) ,(Х%Ұ,Л%у-д 
(4) А,*а СХ) = 0 或 (АЖ) 7, СХ, Д) = 0 | 
(5) х;%*20 Х*>0 | | 
(6) А,%>0 А*;>{) p 


[ 例 ] 用 库 恩 一 图 克 条 件 解 下 述 问题 〈 见 图 4—8) 
min }(ЖХу=(хү-1)%+(х,—2)? 


xz— X: = 1 


约束 
Х,-Х1-1 
е 
01220, Хас>0 
Ж ЖИ 1(Х,А)у=(ху-1)*%+ 
{х,—2)%#+Аү(х,—-х,-1) 
+ À,(x + x, — 2) 


由 库 因 一 图 克 条 件 〈4 一 25) Afi: 


х. 


图 4—8 非 线 性 规划 问题 举例 


aL 


D ax 


= 2091-1) = Аъ А220 


“144. 


PÈ ote It A FASI 
Өх» 


(2) хі%х,-2<0 
Х-21-ітсд0 
(3) ж.[2(х:-1)- A,+ A,] = 0 
x. [2(x, -2)+ Àíi+ А,] = 0 
(d) A,(xi+ x, —2) = 0 
(5) хі>0,х;2-0 
(6) 22,0 
讨论 ， 
а. Ж хііе0, х,%0, А, =0 
H (3) 2(хі-10-2150 
2(х,—2)+Ау=0 
H (2) х,-хі-1-0 


解 得 х”-1, х.%-2, 414-0 
但 由 (2) хі5х,-250, Ж хі-1, х,-2, ЖЖЕЛЧМ, 
2 解 不 成 立 。 
b. zs 
由 (4) x i+ x;—2= 0 3 1 
解 得 x t= 5, mit m= s 
由 (2) х,-х,-1= 0 2 
H (3) 2(х.-10-41%4;-0 жете 
2(x; —2)-+ À i+ A; = 0 2 8 = 
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检验 (5)、 (OHR хат з 


x, = > 为 最 优 解 。 


而 xs ,= + сі yz = 


$ 1979: :| 4—9) о 


图 4-9 ВЕЕ — А 
克 定 型 求解 图 4 一 8 例题 结果 


$ 4-4 库 恩 -图 殉 条 件 的 几何 解释 


我 们 已 知 ， 有 不 等 式 约束 情况 下 求解 最 优化 问题 ， 应 在 可 行 域 
RIR, BWA 瑟 " 在 可 行 域内 ， 则 可 沿 负 梯 庆 方向 搜索 〈 如 图 
4—10) 。 当 到 达 可 行 域 边 界 时 ， 例 如 X = Х*, ЖӨНІ TA ІШ 


图 4 一 10 不 等 式 约束 
下 求解 非 线 性 最 优化 问题 
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Хы-У КА Е, ШИН ГТК 
五 。 所 以 这 时 只 能 涪 可 行 域 边 界 搜索 ， 
直到 最 优点 X*, ФБАБЫЛ АД, ШЕ 
还 要 继续 向 前 搜索， 则 只 能 在 约 东 
9\(Х)=0 与 goX)=0 交 点 上 两 条 
(与 约束 相 切 的 切线 形成 的 夹 角 范 转 
内 (可行 域 内 〉 移动。 在 上 述 范 围 内 的 
搜索 方向 是 该 点 的 可 行 方向 。 沿 可 行 方 
向 可 以 保证 向 前 搜索 的 点 仍 在 可 行 域 范 


MA, 
[ 例 ] min f(X)=(x1=2) + (x:-1) 


gX) = x° — XO 
ФОХ) = xi+ x, - 2<0 


X = 2X і 


图 4—12 图 4 一 11 中 约束 方程 


图 4—11 Еги J EL PARA 
数 等 高 线 及 可 行 城 交点 上 / (s) 的 负 梯 度 方向 


gi X) =059:(Х) =0 的 交点 为 (1,1)， (图 4 一 11)。 在 (1,1) 点 
gu(X) 的 梯度 为 VgxXX) БН E 切线 方程 为 xs = 
2x1—1。 . 

ХОК АВРМАВИО НЕШ Т EA (EL 4 一 12》 。 

老 从 某 点 出 发 搜索 ， 搜 索 方 向 P H - V f( X53481 90°, 
И P 方向 РОХ) 是 下 降 的 ， 见 图 4 一 134 (下 降 速 度 比 沿 
-V CX) 方向 小 ) 。P 与 -Vf(X) ЖЕТЕН, WAAR 
不 变 。 ж Р Ң-У) Х)›ЗЕЭЖ-Р90°, MAREP HEF 

(  4—135) o 
如 果 搜 索 到 点 G D, ШУУ - V ICX) 天 杀 已 大 于 
141. 


90°, ӘЛЕ ОО) 下降 的 可 行 方向 ， 由 此 可 见 ， (1，1) 已 是 最 
优 解 X*, WA 4 一 13c) o 


х; x; 


В HT 4 
-wrx В KH- vioo 
Ë 
tX) 


(b) 
图 4—13 ”搜索 方向 Р 与 负 梯 度 方向 夹 角 


一 般 情况 下 ，g1( 半 )、gz( 半 ) 均 是 非 线 性 的 ， 求 约束 函数 梯 庭 
муо. (ХХ) HHAH g:(X) 的 法 线 方向 ), 与 g OORD E 
直 ， 落 有 一 个 约束 为 线性 ， 则 它 的 梯度 与 该 线性 摆 数 垂直 。 (LE 
4 一 -14) 。 

ЖХ", ЕН - Ç f OX) 
АТАУ СХ) S Ç gs( X AR РҒАН 
内 (或 Ygi 5 g: 形成 的 夹 角 内 ) ,其 可 
行 方向 与 -УКХЖЯ ХР 90"， 因 此 
Х* Dikit. СМ 4 一 15a) 

ЛЕН ЖАН - Vf (X) # ТЕЛО, Б г 
V gs 形成 的 访 形 范围 以 外 ， 则 沿 可 行 方 图 4—4 有 一 个 约束 为 
向 目标 盘 数 值 还 可 下 降 。 说 明 该 点 不 是 最 ”线性 方程 的 情况 
Ж. ( 见 图 4-155 K c > 

在 最 优点 Хе, -VAX wi TV o СХОЖ), 
He MARA m # Ж, — V f (X*ya[ JV g AX) V 2.0 X*), 
“°, VIn ХУ А АН А: 
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4-15 HEREDAS A iTA mye 


1. ~T ХУ = 2701 XE + A WY gel AE), 
e t Am VIn X *) | 


=>, Ао Х*) | 


2. ЖАҢ 2%5>0, А* 为 非 负 系 数 〈 即 非 负 条 件 ) | 
3. ЖЕЦЕ, 0:Х%)-0, 2/%>0, I 
即 Ar*gi(CX*)=0 | 

ӘЖ АА ЕИ ДАДА, 9.СХ%)<0, A." =0, 
组 合 系数 为 0。 | 
4. 不 等 式 约束 Q (X*)<0 4 


这 四 个 条 件 就 是 前 面 证 明 的 固 恩 一 图 克 条 件 ， 现 在 从 几何 上 又 作 了 
证 明 。 

定理 。 

若 目标 函数 是 严格 凸 的 ， 约 束 函 数 是 凸 的 ， 则 库 胃 一 图 克 条 件 
是 在 不 等 式 约束 下 目标 函数 取 唯 一 〈 绝 对 ) 极 小 值 的 充分 必要 条 
件 。 


《4 一 26) 
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54-5 ЖЕЛ 


库 因 一 图 克 条 件 要 求 函 数 fO X) Kg ОЕ НДА 
有 在 РОХ) Жаа Х) 为 凸 函 数 情况 下 这 些 条 件 才 是 驻 点 的 充分 
必要 条 件 ， 如 果 是 非 凸 铺 数 ， 它 们 只 是 必要 条 件 。 

RATE, WRA LX, A) Ж CX*, A) 处 为 
Бы, ЖААН (Хх, 鞍点 条 件 来 叙述 。 下 面 说 上 明 
4 JOO 及 9i(X) нр R: i ВАСО НЕСЕ ЖЕ АЕ IR 1k, 
问题 的 充分 条 件 。 

一 、 鞍 点 的 意义 


[B] AR (X) = х2 х2 

在 原点 (0, 0), V / (X) 
=[—-2xi2x,]7 = [0, 017 

Hesse Е ЫХ) = 
[520 |], жыйа 
也 不 是 负 定 ， 是 不 定 的 。 所 以 
它 不 是 极点 ， 称 为 鞍点 。 Ое 

从 几何 上 看 (图 4-16), Жі х, ЖЖ, ха МЕ, f) 是 
于 凸 的 国 数 ， 有 极 小 点 在 原点 ， 而 保持 x, 不 变 ，f(x1) 是 上 凸 的 
范 数 ， 原 点 是 极 大 点 ， 在 原点 附近 则 而 A) PUB, ЖАЗ 

二 、 鞍 点 条 件 

最 优化 问题 min f(X) 

约束 g: X) <90, іші,2,ч-,т 


FOO 及 9. CX) 均 为 实 函数 


(4—27) 
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没有 对 ЖОХ) Ж gX) 规定 可 导 性 或 凸 性 。 
ЙЛ НЕҢ 
ІХ, Ә-/(Х)»АТСОЛУ 
Ал(41, Аз, w, да)” 
С(Х)=[,(Х),д,.( ФР nry Ga X )]” 
或 Б(Х,Ау= ОО hig(X) А0 
зер be B ПІ ЖЕДЕ а S 20, 
E (X*, 49 满足 下 述 条 件 ， 则 (ХУ, 25) 是 ІХ, 2) 
的 鞍点 ， 
L(X*, Эс А) СУ 279 
即 保持 4* 2%, ПІ 
L(O(X*, A*y=min СХ A*), XES 
保持 X* 不 变 ， 
L(X*, A*)=max L(X*, А), <> 


定理 1。 

在 (4 一 27) 式 所 示 最 优化 
问题 中 ,车 52-0, (Х*,л*) 
是 拉 格 朗 日 函数 LX, 的 
Ең, H CF Ж B pb А 
X: * шат иная 
1. 对 所 有 X, L(X*, A*)= min L( X, | 


| (YX 


2. 2:6 X*)=<0, 2-51; 2, 7 т, 
3. Aigi (X*)=0, ісі, 2, =, т 


(4—28) 
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即 上 述 条 件 是 ІХ, A) RADEI DRR. 
DER] ELEH: 

车 2%>0, (X*, A*) 是 LIX, ADRAS [1,2,3 成 
立 。 

中 由 不 等 式 (AEL), ІХХ%, A*)< L(X, A*), MË 
条 件 1， 


XES, L(X*, Аж) =minL(X, 4%) 
@ }‹Х® + hg(X*) SS СХ*) + Ағай) 
=1 "i 
LOX*, A< ІХ, A*) 
% 5 (,-4,90,Х%<0, А20 
` іі 


жоо СО 为 正 ， 选 任意 火 的 4;， 结 果 与 上 式 矛盾 ， 故 条 件 
2 Жау, 0‹(Х*®)<0, ї=1, 2, 9", т 
图 上 述 不 等 式 在 А, = 0 时 也 成 立 ， 所 以 


-> А,*®9‹(Х*®)<0 或 > 2,49, X*)>0 (а) 
ші сі 
又 由 给 定 条 件 
А220, gi(X*) 0 
则 要 求 
> Ag Х%)<0 (b) 
f=1 
(a), (W NID ЕЕ, АН Ag (X*)=041=1,2,, т 
即 条 件 3 成 立 。 
再 证 充分 性 ， 
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ИЖ 1, 2. 3 ЖАЗСА”, АЖ) WLI, A) ӨШ, 
由 条 和 件 1， L( X*, A*<L(Ə(X, 21, XES, EH DEBE y — 3. 


已 知 LOXY, AD = /XY) + Аа ХӘ) 
=1 
由 条 件 2 9.Х%)<0 Ж А20, 
Aig X*)<0 


即 
L(X*, ое о. 


由 条 件 3 
Ag (X*)=0, L(X*, АЖ) = f(X*) 
^ L(X*, А)у=1,(Х*, АФ) 
Гі] 

对 比 〈4 一 27) 式 表 示 的 非 线性 规划 问题 的 库 思 一 图 克 条 件 及 
拉 格 朗 日 函数 较 点 条 件 可 以 看 出 两 者 的 关系 。 
库 因 一 图 克 条 件 ИА ЛЫ 
кей М 2464 РДЕ 
| 即 较 点 条 件 1 


OXF Лее 
Әх; ігі Әх; 


ga X< 220 ІГТІТІІ 
а АВЕ з 


A g (X) = 0 


WJ УЛАК 
Аа LX, D [0% БОЮ ЖЯ ТТ я, X) < 
о, ХУ» 的 极 值 点 是 一 致 的 ， 故 得 定理 2 。 
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定理 2 。 

Ж (X*, АЖ) 是 (4—27) 式 所 未 最 优化 问题 拉 格 朗 日 国 数 
Ед, ЛІ ХУ 是 该 间 题 的 最 优 解 。 

这 个 定理 ， 将 拉 格 朗 日 函数 的 通 点 与 非 线 性 规划 问题 联系 起 
Ж, 
【证 明 ]: 

只 需 证 明 (Х*, А*) toa, (XSI), XES, 
g: XIS | 

HERA EX 


FX 0 Ад XOSA) + > A* gX) 


由 鞍点 条 件 3 
| A; g, (C X*)=0 


хә» 2. А{*д;(Х) 


4,220, 2.СХ)“0 
故 在 这 条 件 下 
ХФ) < у(х) 
[证 毕 ] 
如 果 (Хә 为 凸 函 数 ， 并 且 至 少 有 一 组 Х 满足 严格 不 等 式 
g:( X )<0, ік 1, 2, ее, т, ПЕН 2 所 给 出 的 鞍 拟 条件 是 必要 
充分 条 件 。 
上 述 两 定理 的 主要 特点 是 ， 当 函数 既 不 是 可 导 和 的 ， 叉 不 是 同 的 
情况 下 ， 提 出 了 解 最 优化 问题 的 充分 条 件 。- 


三 、 鞍 点 与 极 大 极 小 定理 
+ 154 • I 


EK 53116 ЯШ, AWARIA СҰ) PA 
ZE СЕЙ, ЕЖЕН), ЕМЕ 20 фох, у), P% 
于 x 求 4 的 极 小 ， 即 甲 希 望 支 付 最 小 ， 乙 关于 y 求 ó RK, MZ 
希望 甲 支付 最 大 ， 称 为 9 的 极 小 极 大 值 问题 或 é HRA Rh i 
问题 。 | 
[ 例 ] 一 个 实 和 矩阵 4 = Га, TARRE 

$Y, Отау 
给 定 的 变量 1, /的 实 函 数 矩 阵 。 
ж A=| 151) 


тах тіл а); -тах/тіл ад, тіпа;з 

i i i і 
-шах(-1, ~1) = -1 

t 


min max aG; = min fmax a, MAX аз; 
i i i i 
шшіп(1, 1)=1 
max тіп (f, j)<min max (f, J) 
і і È 了 


ж 4-(121||ш 


max тіп a;; = шах( -1, 2)=2 
i i 了 。 
тіп max G: ; = min(2, 3) = 2 

{ Ў. А 


тах оил øli, J) = пип шах ф(1, f) 
É £ 上 ; i 
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定理 1。 
max шїп L( X, А) тіп maxL(X, À) (4—29) 


А20 х Х A>0 
定理 2 。 
max тіп L(X, А) = тіл шах L(X, À) 
А>0 x X A2=0 
= L(X*, A*) © (4—30) 


的 充分 必要 条 人 忻 为 (人 XX*，4*) 是 LOX, А) ЫЙ. 
[证 明 ] ШУ, L(X, А) Ж CK, A*y=> 


max min L = min max L | 
设 CX*，4*) 是 LX, А) 的 鞍点 ， 则 
тах L(X*, A)<L(X*, A*)<min L(X, A*) 
п у XES 
min max LIX, А) тах L(X*, А) 
XES А0 А>>0 
шіп L(X, Аж) тах пил L(X, А) 
XES 45 
5 min шах L(X,4A)=L(X*,A*y)y=< max min L(X, А) 
XES А>0 A>0 XES 
由 тах minL(X, A)<min maxL(X, А), [М 
max min L(X, A)=L(X*, A*)=min шах L(X, А) 
再 证 必要 性 ，max min L = шіп max L=L(X , A) 的 鞍点 为 
(X*, A*) 
设 


шах minL = L(X*, А*) = min тах/, 


而 | 
шахі ( Х%, А) = min тах (Ж, А) 
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тіп (X, A*)= шах minL(X, А) 
L(X*, A)=<maxL(X*, А) = L(X*, A*) 
=minL (X, A*)< L(X, А) 
Ж LX, А) Яй (ХУ, 4%) 
| [证 毕 ] 


$ 4-6 非 线 性 规划 的 对 偶 问 题 


设 原 问题 为 ，min f(X) 
约束 0.6Х3<0 ізі, 2, =, т 
构造 拉 格 朗 日 函数 ， 
L(X, = 0Х)+ 5, АХ) 


minL (X, a 是 ) 的 函数 


定义 ВСА) = min 工 (天 ,4) ACA) 称 为 非 线性 规划 的 对 偶 函 数 ， 
式 中 4 取 作 固定 参数 ， 改 变 X, Ж LX, å) 的 极 小 值 。 
А 的 范围 为 AC D. 
П = {А 1h(4) FE, А0} 
由 АСА) 可 以 求 出 最 优 值 2%, 


定理 3 
对 所 有 满足 约束 о.(ХУ)<0сі-і, 2,59, т) 的 X 以 及 所 有 

D 集 内 的 和 ， 均 有 | 
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МАЎ)<ЈСХ) 
ШУН АСА) 是 ХХ) 下 界 。 


[EHH] 
HEX 
МА) = min LX, «ІК, A) 
或 ADSI +È àg: (X) 


I 出 假设 X 满足 9,(X )<0, (і-1,2,“-,т), 并 且 . А>>0 И 
> higi( XI EO 


因而 对 于 4ED, X€ (X 1g,(X)=<0, ігі, 2,4%, т), 
hC A)< f( X) 
қ) 为 fO X) 的 下 界 ， 最 大 的 下 界 发 生 在 h(2)(4ED) 的 
极 大 值 处 ， 故 可 定义 非 线性 规划 шіп f( X), о,(Х)<0 的 对 侦 
问题 为 


тах ALA) 
AC D 


[ШЕР] 


定理 4 AEM 
(X*, ЖУ 是 LOX, А) HRA, SENS 
1. Х* 是 原 问 题 的 解 ， 
2. ле 是 对 侦 问题 的 解 ， 
3, }(Х*)у=А(А*) 
原 问 题 minF( 部) 对 偶 问 题 max ACA) 
Ж. дер 


约束 ; 9:0Х)<0 О = A |h(4) ЖЖ, А0} 
41884 0-0 | 


Х={Х ]g,( Х)<0) 


FCX), 9:(X) ARAR 
ВН H 8% 


LIX, A)= fO X) + Уз A:g:(X) 
对 个 函数 ВА) = тіз (X, А), RAE ДЕ, А0. 


{证 明 ] 
Е ЖБ. (ХТ, ЛЖ) 为 LX, 2) BD Rk 5 — A bF 
(@©@@@ дил 
1. BRAEM? (ML 34 一 5) ，X* 是 /(Х) 的 最 优 解 ， 
n REFOR. 
2. 由 定义 h(A)=min L(X, А) 
XES 


Һан) = Хе) Atg) | 

由 鞍点 定理 1 条件 3( 见 1 一 28 式 ), 2,52,СХ%)-0, MACY) = 
FX) ， 即 对 偶 定理 条 件 金 成立 .max ВСА) = КАФ) = L(X*, 
А) = (ХЖ), 

3. 由 定理 3 ЖА) УХТ) = ААЖ), AC D. А* Ж ҚАУ 
HRK ЖРО. 

ЕЖЕН. ФО ЗЭД ОХ, DWR Y (ХЖ, A*) 
ЖЕлЕНІ- ЖЕУ. BL (4—28) Ж, 

1. 因为 X* Ж ХХ) 的 最 优 解 ， 

%СХ%9<0, ДХ) =0， 有 即 鞍 点 定理 1 条 件 @@@ 成 立 。 

因为 СХТ) = Аж) = min LOX, A*)=f(X*)+ 

XES 

> дн СКО A gX) =0 


i=l 


2. АХЖ АКСА) ЕЙ, А,*>0, 
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现 要 证 明 L(X*, A*)=minL(X, A") 
假设 (Хе, АЗУ 不 是 最 优点 ， 则 一 定 有 X° 存在 ， 使 
ПОКА ГСК АЖ) 
由 定义 
МАЖ) =1,(Х° ,A*) -J(X + Ала (X°) < 


fOX9 2.2 А*о‹(Х*) 
但 已 假设 AAT) = f(X), 
Ён XAS 
这 是 矛盾 的 ， 因 前 已 证 明 Хе 是 原 问题 的 解 ， 故 必 有 
三 Art g:( X") =0 


5 X°=X*, L(X*, A*)=minL(X, 2*), НА F Q M. 
立 。 充 分 性 得 证 。 
对 侦 问题 也 称 为 шіп--шах 对 俱 。 


因为 max ACA) = тах min ДХ, 0 
450 A>0 XES 


2 аса | 


109] 问题 min (-х- xt) 
2 ЖІЖ хі 
Ж BAHR х*Є[-1, 1], WAR x*=1。 


LX, А) = —x*1—x% + ACGxt-—1) 
由 库 思 一 图 克 条 件 
* 160, 


-= —2x—3x2 + A(2x) = 0 


| 21. 
Өх 


\А0х2- 1) = 0 
а, А =0, 
х(-2- 3х) = 0 


( ИЧ 4-18 (2) = — 0—23 
х= 0 


wiw 


b. А%0, х=1, ІШ À = 
х= -1, ША = 

ПЕТА Ж. 

х= 2, А=0, ІХ, А) = -4/27 

х= 0, A=0, LX, Л) =0 

х=1, — A= ГОХ, A)= -2 为 最 优点 
ш и = 0， 可 知 当 xs0 BF, 24 =2+3x， 驻 点 
0 代入 СХ, 29, ， 可 得 


5 
2 
-2» ЖЕ 5>0 的 条 件 。 


-- 4602-1982 Š A туз 4 (24-194. 
А(А) = gea 1) 21% 1)3 十 外 “С 1324-11 
-4(24-1)5-8(4-1)2- 
= 1) 39 18-2 
ШЕЛЕК 
= 22 1) 
ҢІ A(A)=minbL(X, 202, 
х 


故 得 对 偶 问 题 为 : 
181. 


; 4 
тах й()=——(А4Л—-1)%—А 
А> 27 


Əh _4,,. 1 8, 5 _ 
ja = (24~1) -1= дА 94-%% 
4А2-Я8Л-5-0 

А--- Chh) 
@л-ваА+л)= о] 

д = 3. 

“9 
ж _ 5 ОРЗ 
2 28% 2= }(1) 


h(A*) = }(Х*) 


maxminL( X, А) = minmaxL (X, А) 
А x X А 


54-7 二 次 规划 


一 、 二 次 规划 的 数学 模型 
二 次 规划 的 数学 模型 可 表示 如 下 : 
ша ОЗ ЕСТЕ XTQX (4—31) 


AXB 
X >=0 
由 《4 一 31》 式 可 网， 它 是 最 接近 于 线性 规划 的 一 种 非 线 性 规 
划 。 因 此 ， 二 次 规划 可 以 说 是 从 线性 规划 到 非 线 性 规划 的 一 种 过 
渡 ， 线 性 规划 的 单纯 形 算法 经 过 修改 以 后 ， 也 可 用 于 二 次 规划 。 
由 第 三 章 可 知 ， 线 性 规划 问题 的 最 优 解 发” 在 可 行 域 的 项 x 
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ІҢ 4—19 ЖЕМЕ 


上 (如 图 4-19) 或 者 是 顶点 的 凸 组 合 (图 4 一 198) 。 
二 次 规划 的 最 优 解 不 一 定位 于 可 行 域 顶 点 .上 ， 变 根据 具体 情况 
进行 分 析 。 


ха 


图 4 一 20 Сот 


如 图 4 一 20c6， 二 次 目标 函数 的 无 约束 极 小 值 点 在 可 行 域 F 

内 ， 因 此 《4 一 31) 式 所 表示 的 二 次 规划 最 优 解 在 可 行 域 内 部 ， 就 
是 无 约束 最 优点 。 

4 一 205 中 ， 二 次 目标 函数 的 无 约束 极 小 值 点 在 可 行 域 以 外 ， 
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УО К ЖИ IB Bi ЕРЕЖЕНІ ТІКЕ ы АТАР, 
Ш.А МОАНА АЕ РУСЕ) ЯЕ н: Eh СІН) У Не Ы 
点 (如 图 4 一 20c) 。 

我 们 以 最 小 输电 费用 为 例 ， 说 明 二 次 规划 数学 模型 的 建立 。 设 
输电 岗 络 如 图 4—21 Жаз 
输送 电流 总 量 为 了， 各 支 路 电 
Ж хз, 1, j 为 节点 标号 。 
设 每 个 支 路 允许 电 流 为 Ris 
则 显 应 满足 约束 : 

06х;;< Ю;; (4--32) 


此 外 还 应 满足 电路 第 一 定律 
KCL, 


图 4—21 НЮ 


Т=хы+ хаа 2 
\ 
I (4—33) 


зал Хаз + Хай | 


Хал Хоз T Xy 


Í = xs, + Хза | 
假设 输电 费用 为 xo 的 二 次 函数 ， 则 应 有 ; 
піп (Хуш х 59+ сихи (4—34) 


显 见 (4—32), (4—33), (4—34) 是 在 一 组 等 式 约 来 和 
一 组 不 等 式 约 束 下 求 二 次 目标 晃 数 的 极 小 亿 ， 是 二 次 规划 问题 。 
二 次 目标 函数 在 无 约束 时 的 最 优 解 可 如 下 求 得 : 


min f(X)=CTX +5 ХТОХ 


CT=[c, сі» “", Ca] 
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О=[д1х« НКРЕ, О 为 正定 时 ， f(X) 有 极 小 值 。 
TI(X)I=QX+C=0 
X*= -Q-'C 


二 、 二 次 规划 的 库 思 一 图 克 条 件 


$ 4 一 3 中 已 将 一 般 非 线 性 规划 问题 的 库 因 一 图 克 定 理 作 了 论 
述 。 定 理 假设 ,约束 和 目标 销 数 都 是 山 函 数 。 二 次 规划 的 数学 模型 
符合 这 一 假设 。 我 们 可 将 库 导 一 图 克 条 件 应 用 于 二 次 规划 ， 
(1) min f(X)=CTX + ХОХ Q 为 严格 正定 ， 
可 行 解 集合 为 
F=4{X]|XEE", АХ = В, X>0} (4—35) 
LEX, А, иу={‹Х)+АТ(АХ-В)-иЇХ 
则 由 库 恩 一 图 克 条 件 可 得 
С+ОХ*+ ATA* – pran 
АХ* = В ` 
иат ж = А (4—36) 


Х* >), н%>>0 
因为 是 等 式 约束 ， 所 以 没有 5*:>0 这 一 项 要 求 。 
(2) 目标 国 数 同 〈1) 。 
E uy fT WE А 
F={X|IXEE’, AX<B) (4—37) 
则 引入 松弛 变量 У, 4 
AX+V = В (4—38) 


LIX, A, V)= f(X)+AT(AX +F - В) 
° 165 。 


这 时 库 思 一 图 克 条 件 为 


С+ОХ*+ ATA*=0 - 
AX*+W*= B | 
ЖЕТ” ; (4—39) 
А*>0, V*>=0 2 
(3) 车 目标 国 数 同 《1)， 可 行 解 域 为 
F={X|XEE", АХ<В, X>0} (4—40) 
“ ШАЛБАРЫ 453). 
АХ-В%Р-0 
-Xi 
ІХХ, А, V)=f(X)+ATC(CAX—- DB+V)- nT X 
得 库 恩 一 图 克 条 件 为 
С+ОХ*®+АТА# дж 0 1 
AX*+V*-R=0 | 
А*ТГ* = 0 ; (4—41) 
(ия) Х%-0 
4*>0, и%>0, ЕКЕ 
三 、 二 次 规划 的 等 效 形式 
ПЕ: 72 А*>0, АХ#-++#—в=д 
2. AYT(AX* БИЖ В) 0 
由 库 恩 一 图 克 条件 : 1%7САХ"-В)--0 
故 得 (¿s)rW*=0 
166. 


有 时 为 了 计算 方便 ， 常 将 二 次 规划 改变 一 下 形式 ， 使 所 得 最 优 
结果 与 原 规划 问题 等 效 。 


设 二 次 规划 的 数学 模型 为 
min /(X)=C7X+ "OX О 为 正定 | (4—42) 
Е={Х|ХЄК”, AX<«B} 
ШІН (4-39) 式 可 得 
| Х®*= -QATA + Cy, 
- AQ- АТА* + С) +У* = B 
% D= АО ЗАТ, E= B+ АОС, WERZH 
Пл%-р%- -E 


mi (А®)ТУҮ* =0 | (4—43) 
Атой, V*=0 


(4 一 43) REITE KRIA ЗЯ т, 
шіп ЧЕТА ТАТрАр | 
А>0 2 | 


Н (4—44) 
А>) ) 


(4—44) 式 所 表示 的 一 次 规划 即 为 (4—42) 式 的 等 效 规划 ， 
它 比 原 问题 容易 求解 ， 因 为 只 有 -- 个 约束 式 А>0„ Ж 为 (4 一 
44) 式 的 最 优 解 ， 则 原 问 题 的 基 优 和 解 可 求 得 为 


Х%- -О-қ CATIE ECI 
四 、 二 次 规划 问题 计算 举例 


[11] шіп ОХ) =F Гое 202+ (xa 200] 
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0 ж х1 ВП хі<1 -хі0 


0=<х,%1 х:%-1 - х:5-0 
这 四 组 条 件 可 统一 写 为 ` 
АХ<В 
ше sl 0 1 _ 1 _ || 
70-540 Ж 
ті СХ) = sa + xt)  2(X1+ ха) + 
= ro +CTX+K 


0-1 A Cea -2] K=4 
写成 等 效 规划 形式 : 


| тіп ф(А)=ЕТА+ -;АТОА 
А 


ЖӘ | 
-1 4T 0 ШЕЗ a 0 
ДТО УО Е 
Оя 227 
ӘЖ сфе WA 
ahe 74) ЕУ 
l-1 0 1 0 | 
40 —1 0. 1/ 
1` ү 1 Os 
к=В+лО-\с=|1|+| 9 1{[10[- [22]=1-1- ЕН 
9|71-1 0101 
0⁄2 а | 


[ 注 ] (4—42) 式 中 只 要 将 C 换 成 E, Q 换 成 D, X 换 成 即 得 
(4-44) Ж 
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A, ` 
Ж шіп vw(A)=[-1, - 1, 2, ШІ 


Ад? 
қ ->l 0 -1 | йг 
4: 20 1 0-1 А 
%214, As As 24111 0 1 0 | 
0-1 0 1 2%4/ 
ӘФСА 
0， -1+4 -4,=0 © 
-DPA So — – А, = 
JÀ, - 0, 1-- А, A,=0 @) 
2(4) _ 2 = 
gae ETAN a 
PA) -0 2-А,+А, = 0 D 
24, ” 


初 选 2%-(0, 0, 9, ОГ, ЖАН РВАЊЕ, Ж 21, 
由 @ £ Аһ-0, 得 451, 
НО 4 44-0, 得 2,1, 
НӘ 6 41-0, 得 4s= -2， 
不 满足 库 恩 一 图 克 条 件 ， 仍 取 24-0, 
HO $ 2,-0, 得 24--2, 同上 , DE 14=0， 得 
Ағ (1, 1; 0, 0)” 
再 做 一 次 ， 得 结果 与 А! 一 样 ， 即 А®%=(1, 1, 0, 07 


如 果 А!= 42， 则 认为 已 稳定 。 
得 A*=(1, 1, 0, 977 


° 169 > 


RA С+ОХ+ АТА =0 
X*= ~Q-T47ar+C] 


НЕК 
С) 


4-22 表示 例 1 ВР. 


[ 例 2] min FX) = 9 X7QX +CT X Ë 


o| 1]. C=r-1 017 


35х1-52х;5<6 


- 51520 
x 
м 图 4—22 {11 
3 2 6 i 
= [АК 
0—1 0. 
| А ; 11 3-1 0 29-5-7 
р А94) -1 o БЕ 1 1 | 
0-1-11 | 2 0-1 2-7 1 23; 


РА; 29-8-71Г4, 
e= Aa) а, ]+ 1 (21,44, Аз (- Ñ | ІН 
3 3 
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yy ty ЕД + [C2941 ВА, 7A)A1+ (-54,%2, 


+ 4324;%(-7241%24,%243223| 
2. 41%2904,-52,-7А.%0 


取 初 始 解 А°=[0, 0, 0), ERPS 4,-0, Аз=0, ШІ A: 
= -为 〈 不 满足 条 件 ) ， 取 441=0 


дф a m 
‚Ж =1ь25,- T А. = 
д5, 1 н z 5А, 5 0 


4; Аі Ав-0, 得 Жұл -1, (Ai 600), 取 A! = 


i ДР el1+2A 7A t 2450 


Ж X41=4,=0， 得 45-5 (不 满足 条 件 ) ， 取 24-0 
А!=[0, 0, 0], 与 А° 相同 ， БП Ж А*„ 


X*= -i ATA*+ C] 


POE o AE E] 
== А 01+ ыш | 
ы и 0- 2.11 

实际 上 最 优 解 在 可 行 域内 ， 所 以 上 


述 解 即 为 全 局 无 约束 最 优 解 ， 由 梯度 
Vi(X)=QX+C=0， 可 得 


x= -ocsi Г 
=[1, 1)". 图 4 一 23 为 例 
2 的 图 解 。 


хі 
© 4—23 В] 2 的 图 解 


> 1T1 ° 


54-8 ИЕ ЕЕ 
定理 。 | 
设 А» Жо Ж) (ісі, 2, s, т) за ЖИ, 
则 原 问 题 和 对 偶 问 题 可 表述 如 下 ， 
| ДЕРГЕ min f(X) 2 (4—45) 
| 24Х)<0 із1,2, “4, т 
хара: 


max Ж)» Ж higi(X) (4—45) 
Vxf (xX) +5 СУИ 
А220 i=l, 2, ‚т | 
жо | 原 问 是 对 侦 问 是 
线性 规划 | min CTX | max (-BTÀ) 
| AX<B АТА + С>0о 
| X= | д>0 


| | 
шіп CTX + ХТОХ max (--LXTQX - ВТА) 


АХ<В | e 
| А220 
| 非 线 性 规划 min f(X) max /(Х)+АТАХ-ВТА 
: АХ<В үх) + АТА = 
Ас>0 
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对 于 约束 式 为 线性 的 三 种 目标 函数 ， 数 学 规划 模型 的 对 偶 关 系 
可 用 上 页 的 表 表 示 。 其 证明 见 附注 。 


[BE 1] 对 于 线性 规划 由 公式 (4 一 46》 可 写 册 对 侦 问 题 为 : 
шах СТХ--17( АХ--В) 


约 来 С--АТ)-0 


: А220 
因此 再 标 函 数 变 为 


тах (—АГТ#у=тах (— 874) 


考虑 线性 规划 有 XX>0 的 条 件 ， 因 此 由 公式 (4—25), УНВОНИ 
C+ АТ) >), 

д н 维 的 ， 令 =, АНДЕЛЕК (8—20) 式 一 
P, (3 一 22) 式 目标 函数 取 极 小 信 ; min УТ, ЖЩ max (— 78), 
шах (-478), EÈ (3 一 22) 式 中 线性 规划 原 问 题 为 max CT X—min (- 
C)TX， 系 数 C 有 负 号 。 

ПЕ21 对 于 二 次 规划 由 公式 (4 一 46) 可 写 出 对 倡 问题 为: 


тах CTX4 5 ХТОХ+АТ(АХ-#) 


约束 : ATh+C+QOX=0 
120 
将 约束 改写 为 ATL=(ATA)T=(-C— 0X) 
代入 日 标 函 数 ， 得 : 


стх-- 


L Xr0X+(-C—0X)F X-B 


一 一 ХТОХ—#Т), 
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ҢІН PTERA: 


шах (-ВТІ- 3 XTOX) 


Г 3] ХРЕН Н. (4—46) "ГЕНЕ АРН: 
тах (Хә) ФАТИХ BT)" 


РЖ) +47) =0 


А220 
4 IXY ATAX-BTL=L(X, А). 
则 TAX) 上 4 一 0 


到 为 LX, А) BENEA TES 


АСА) =тіп (А, À) 


12>0 
对 个 规划 即 为 求 “max A) 19 5 4—6 АТАНГ, 
1220 
3 а 


l. тіп f(X)= x. 

g(X)=16-— (х; – 4)2 — х,2220 

h( X) = (xi —-3)2+ (x; -2)2— 13 = 0 

作 图 画册 可 行 域 ， 求 出 可 能 的 最 优 解 。 

代入 库 因 一 图 克 条 件 验算 ， 并 求 库 恩 一 图 克 匀 子 。 
2. ”确定 下 述 同 题 的 库 恩 一 图 殉 条 件 

max ҮСХ) 

x 

2:6 X)20, ісі, 2, =, т 
114. 


用 库 思 一 图 克 条 件 解 下 述 非 线性 规划 问题 。 


шах х 
(х2 4) -25%0 
ЖЗЕВ ТЕН РАСЕ РЭК ТИ АО АЛД, ЭРА 
шіп СХ) = (ху 1) (xx —2)2 
Х-Хі-1 
x, + x,=< 2 
хі, a= 0) 


用 等 效 二 次 规划 求 下 述 最 优化 问题 


mirf (X) =- X7QX+CrX 


бе| | С=[-15, -71 
хат хаө33 

2x, — x;,=< 4 

x, 2 


x 20, X> 0 
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第 五 章 ”直接 搜索 法 求解 无 约束 
非 线性 函数 极 值 问题 


$ 5-1 жй Ж 


” 最 优化 问题 的 求解 方法 可 以 分 为 闻 接 法 和 直接 法 两 大 类 。 

非 线性 最 优化 问题 中 ， 如 果 目 标 函 数 能 以 解析 函数 表示 ， 而 可 
行 域 由 不 等 式 约束 确定 ， 我 们 可 以 利用 目标 函数 和 可 行 域 的 已 知性 
质 ， 从 理论 上 求 出 目标 函数 为 最 优 值 的 必要 条 件 ， 这 就 是 解析 法 或 
称 间接 法 。 

ЕН Сі) 约束 不 能 表示 成 待定 变量 ХЕ 
数 ， 则 需要 用 数值 方法 求 问题 的 最 优 解 ， 许 多 工程 设计 问题 具有 这 
一 特点 。 

数值 法 的 基本 思想 是 经 过 一 系列 的 选 代 ， 产 生 点 的 序列 {Х*}, 
以 下 简称 点 列 ， 使 之 逐步 接近 最 优点 。 

选 代步 又 如 下 ， 

(1) 从 初始 试验 点 Ха, 

(2) 寻找 一 个 合适 的 方向 рр», Е-0, 1, 2,%% ps 为 第 Ё+1 
步 的 搜索 方向 。 

(3) # P: 方向 前 进一步 和 的 步 长 设 为 1%， 求 合适 的 步 长 hh。 

(4》 得 到 新 的 点 为 Хе, 它 应 当 比 原来 的 点 X* 更 接近 最 优 
点 ， Хана ХАБАР", | 

(5)》 检验 хе EBRR, ERR, MERELE. 否则 令 
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k=k+1, ЖЯ (2) 以 后 各 步 。 

a aa 
定 搜索 方向 P* 和 步 长 4" 的 效率 。 

以 上 迄 代 步骤 既 适 用 于 无 约束 的 最 优化 问题 ， 也 适用 于 有 约束 
的 优化 问题 。 求 解 有 约束 的 最 优化 问题 常常 可 以 用 某 些 方法 将 它 化 
为 无 约束 的 极 值 问 题 。 在 本 章 及 下 章 内 我 们 介绍 无 约束 极 值 问题 求 
解 方法 ， 有 约束 的 最 优化 问题 将 在 第 七 章 肉 介绍 。 

我 们 将 先 介 绍 一 维 搜索 方法 ， 邯 求 最 优 步 长 4* 的 方法 ， 然 后 
再 介绍 多 维 搜索 ， 如 确定 搜索 方向 Р" 的 方法 。 

无 约束 极 值 问题 的 数值 解法 可 以 分 成 两 大 类 ， В. 1， 不 求 导 
数 的 算法 。 不 必 计 算 目 标 函 数 的 异 数 ， 只 靠 计算 国 数 值 来 搜索 ， 这 
种 方法 发 展 最 早 ， 其 中 有 的 算法 收 伍 较 慢 ， 尚 待 改 进 。 一 般 称 为 直 
接 搜索 法 。 2 以 求 是 标 蚁 数 的 导数 为 基础 操 算 法 《 共 中 包括 梯 Ж 
法 和 一 些 改进 的 算法 ) ， 在 近 20 年 间 发 展 较 快 ， 较 为 有 效 。 

我 们 先 介绍 无 约束 非 线性 函数 极 值 问 题 的 数值 计算 求解 方法 ， 
本 章 讨论 直接 搜索 法， 下 -- 章 讨论 稀 放 法 以 及 其 它 改进 的 算法 。 

азаны шла а алаар 种 。 

1. ЖОЕТ, 

又 称 插 值 法 或 曲线 拟 合 法 。 这 科 方 法 是 在 若干 点 上 知 计 出 目标 
函数 值 . 给 出 目标 芳 数 的 近似 曲线 ， 再 用 区 间 消 去 基 寻 优 。 这 种 方 
” 装 对 一 维 《〈 单 变量 ) 函数 较为 有 效 。 

2. 区间 消去 法 

这 是 单 变量 函数 无 约束 极 值 较为 有 效 的 一 种 直接 搜索 法 。 时 在 
1953 ERARI (Kiefer) 等 人 进行 研究 。 这 种 方法 实质 上 是 在 
搜索 过 程 中 不 断 缩小 最 优点 存在 的 区 域 ， 即 通过 搜索 区 间 的 逐步 缩 
小 来 确定 最 优点 。 对 多 变量 函数 说， 区 间 消 去 法 不 十 分 有 效 ， 因 为 
这 时 消去 的 不 是 线段 ， 而 是 平面 、 立 体 或 多 维 空间 的 一 部 分 。 

。 1T7。 


设 单 蜂 函数 f(x)， 其 极 小 值 点 在 [26。，bo] WERA, Æ 
[ao，bo] 内 任 取 两 点 和 1,，4。。 这 时 可 能 出 现 三 种 情况 ; 

1. FADA), WE 5 一 1。 

最 优点 x* 总 在 [a4] 内 ， 因 此 可 将 区 间 [4,, 55] 消去 ， 
使 搜索 范围 由 Гао, б] 389829 (аі, 511, ар=а,, біл 2 


f(x) 


0 а Д, x* А, b. x 0 ao А, х* А, b Х 

图 5—1` 0) 0) 图 5-2 /(002>/(Аз) 

2. FODS), 如 图 5-2. 

这 时 最 优点 x* 总 在 ГА, bj 内 ， 因 此 可 将 区 间 Гау» А] 
消去 ， 使 搜索 区 间 由 lao bJ] ӘЖ [ao bJ], a= Ae біб, 
3. ЎСА) = 7 (А,), 如 图 5 
一 3 ы 

这 时 x* 在 [А A] 内 , 可 
以 将 两 头 都 去 掉 ， 取 [4,，4,] 为 
[ci， bijo 或 取 ai =A, 8і- бо 
| 图 5—4 я AD>), 

FADS A), ЎСА) = fA) = | : В 
”种 情况 ， 请 读者 自己 划 掉 应 消去 的 ew Ai x" À, bo x 
区 间 。 对 于 前 两 种 情况 , 因为 在 图 5-3 /(040-/04 


71а, 5] ARAKA, аса<, (а, b) ЖЛ BJ, ая. 
半 开 区 间 (а, 2] 表示 а<а<ь, HERI la, 6) 表示 ася<20. 


БЕТҮ 


E >. А, ж. Ax 
А, А» . с Р 


(а) (h) б) 
КЫ 5—4 Aa) 51 #03») Ш, ¿= FDL 


[e b1] 中 已 有 一 点 (41 或 A.) ӘЖЕ, 因此 只 要 在 
[at] 中 责任 取 一 点 ， 计 算 恋 点 函数 值 ， 进 行 比较 ， 再 消去 一 
段 区 间 得 іш, 61, Әй 次 送 代 ， 可 将 搜索 区 间 减 缩 Ж Га, 
balo х“еГа, balo ЖЖ 16,-а,1<е, е 为 规定 的 误差 ， 则 可 认 
为 x* = d bis . 

我 们 希望 尽 可 能 减少 搜索 次 数 ， 尽 快 收敛 得 到 最 优点 ， 即 达到 
一 定 的 区 间 [а,, 5,1, 搜索 次 数 为 最 少 ， 或 一 定 的 搜索 次 数 ， 所 得 . 
ісіні Га,, 5,1 为 最 小 。 

з. [ЕШ ; 

这 是 多 变量 函数 的 直接 寻 优 方法 ， 代 表 多 变量 函数 无 约束 极 值 
求 取 方法 的 早期 成 就 。 这 种 方法 的 实质 是 利用 已 有 信息 ， 通 过 空间 
点 《例如 X: 到 Ху 的 移动 、 比 较 ， 逐 步 改 善 目标 函数 ， 最 后 
达到 最 优点 。 | 

Ле О RIH GARDAR, (一 ) 计算 该 步 的 目标 
函数 值 ，〈 二 ) ЖАНЕР ОЛАК КОРК, ATHRU 
提供 必要 的 信息 。 | 

但 是 求 多 变量 极 值 问题 时 ， 也 常常 要 用 一 维 搜索 法 ， 例 如 求 
шіп f(X), Ж 瑟 "( 初 始点 ) 出 发 ， 沙 规定 的 单位 搜索 方向 S° 前 
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进 ， 设 步 长 为 a。， 得 到 新 的 点 为 X:, 
ЖішХ%а%54 (5--1) 

依 此 类 推 ， 第 + 1 ЖҚ, ЖОХ 点 沿 搜 索 方向 St 前 进 ， 
达到 Хк д, 

Хе Y+ ak SF (5--2) 

我 们 要 求 取 最 优 步 长 at 使 得 

ОХА) = }(Х*#+а*$*%у= min f(X1+ a St) 
= min pla) с (5—3) 
这 也 就 变 成 了 一 维 搜索 问题 。 | 

这 样 每 选 代 一 次 需要 用 一 维 搜索 法 求 最 优 步 氏 as， 将 n 维 多 
变量 极 值 问题 变 成 了 若干 一 维 搜索 问题 。 

一 维 搜索 较 常 用 的 方法 有 Fibonacei ФА, ЖӘН ОЖ 
0.618 法 ) ， 这 两 种 方法 均 属 于 区 间 消 去 法 。 在 求 多 维 函 数 最 优化 
问题 时 引 健 出 来 的 景 优 步 长 问题 常常 用 函数 逼近 法 ， 如 二 次 插值 及 
三 次 插值 法 等 等 。 在 $5—2——$5—5 中 将 介绍 一 维 搜索 的 各 种 方 
法 ，85 一 6 一 $5 一 10 中 将 介绍 多 维 搜索 方法 。 


$ 5-2 Fibonacei 法 


这 种 方法 是 按 Fibonacci 数列 的 规律 进行 区 间 缩 减 的 一 种 搜索 
景 优点 的 方法 。 
下 述 整 数 数列 称 为 Fibonacci 数列 


{Fa} В=0,1,2,-~ 
这 个 数列 是 由 差分 方程 
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Кк = Fet Ғы k>0 


(5-4) 
Fa = 1, Е; = 1 
的 递 推 关系 产生 的 。 
整数 序列 为 1, 1, 2, 8, 5, 8, 13, 21, 7708 
前 后 两 项 之 比 为 一 分 数 序列 
1. 12 3 5 8 13 ` 
” 2' 3' 5 ' 8° 13” 21 
分 数 序列 可 表示 为 ЕЗ 
由 整数 序列 可 以 看 出 从 5-2 起 ， 每 一 项 都 是 前 两 项 之 和 
即 Fei m Fy+F,_, Е>і. (5—5) 
F, Fit ш еш 
或 ЕЁ, " Ға 1 к. ° 
研究 分 数 序列 ， 可 以 发 现 一 种 很 有 趣 的 关系 ， Кж: 
Е,_, 
Ë F; Fo 
9 1 -- 
1 1 1 
2 2 0.5 
3 3 0.66667 
4 5 0.6 
5 8 0.625 
5 13 0.61538 
7 21 0.61905 
8 34 0.61765 
9 55 0.61818 
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10 89 0.61798 
11 144 0.61805 
12 233 0.618026 
13 377 0.618037 
14 610 0.618033 
15 987 0.618034 
16 1597 0.6180338 
со 0.618034 
即 存在 下 列 关 系 
ыы P ш, (5—7) 
实际 上 由 (5—5) 式 可 知 
Е, 1 Еш, 
491-1201 
ГОТА, 
| ЕБ, ғы 
令 бт 0 = А1 = у 
т i Fs Fh 
1 
则 有 一 =1+r 或 тізт-іс0 
T 
| i — 
тв ест — 1) =0.6180339827 0.618 


Kiefer 首先 研究 用 Fibonacci 数列 搜索 一 维 函数 f(x) 最 优 
值 。 其 方法 为 : 在 [0, 1] 区 间 选 择 Л. A 两 点 例如 令 А, = 
Баз, Аз= ү, ER JOD 及 (4)， 然 后 消去 一 段 区 间 ， 缩 
短 了 搜索 范围 ， 再 做 第 二 步 迁 代 .……， 如 此 继续 迭代 下 去 ， 共 做 n ` 


KER, ERRANT TAREN, ERER НАЖА 是 一 个 
e 182» 


Tr 


Ж, WOLT ARA Biko 


下 面 我 们 详细 介绍 这 -~ 方法， 为 了 说 明 问 题 的 本 质 ， 我 们 区 设 
р іа] [0，1]。 | 

第 一 次 搜索 时 ， 在 [0, 1] KAR А. A! AR, 右上 角 标 
ЖА КЖ» : 


к [ 注 ] 
Rt Al = 1. (5—8) 
k+l 
Ғ 
ÀA t= 8 5—9) 
Psi ( 
Нн (5—6) A 2 ⁄1+A1=1 (5—10) 
L, 
Б 第 一 次 
搜索 
0 A: Ai 1. 
[ I жек - 
! | 1 Жеди Lisa 
1 қ ! 
L | | 
А | 1 ' қ t Беж 
П А 
° AK. ИИ ше ЕР 
Го, 1] KB А honda 两 这 第 . -次 第 二 次 搜索 区 间 长 度 
24 5 一 5 ІҢ 5—6 
H (5—8) Ж. (5—9) RA 
-A = Бат Ра. (5—11) 
Ё +1 
Ж; Щ >æ HF, lim’ Fsi = lim Баз Fr =т?={(,382 


kæ оз Гей ік Ғ, Fpa 
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按 (5—8), (6—9) 两 式 选 择 的 点 ， 保 证 使 区 间 [0，41!] ЕЁ 
等 于 区 间 [åd 1] WRR, I 21-11-20. 

设 FADIA, MWKA [42，1] 这 一 段 ， 在 剩 下 的 区 间 
(0, 421 进行 第 二 次 搜索 。 著 SADDA 则 应 消去 [0,44] 
这 一 段 ， 在 [411,1] 区 间 进 行 第 二 次 搜索 。 

无 论 那 种 情况 都 使 区 间 长 度 由 L21 RPA Г, А, 

第 二 次 搜索 时 ， 设 在 Го, 221 区 间 ， 取 新 的 两 点 为 A. 
Аг, Жай Ай-ай Ба, MD рда, Ал] 这 一 自 长 度 为 


k+l 


Жж 
Айел зш Еа 
Ё +1 
这 样 ， 我 们 只 要 取 一 个 点 At, RARA SAD, BASA 
Аз 的 函数 值 Ра) = РОА) 是 已 知 的 。 比 较 САА Q, 
消去 一 段 ， 使 搜索 区 间 长 度 由 spt 缩减 为 了 ;= р, 
随 着 选 代 次 数 的 增加 ， 搜 索 区 间 长 度 变化 如 下 表 ， 


ARAA À о 1 2 зз h-1 А 


F E, 2 1 
E ho £ kel РАННО Е 
ЖАНА ы 1 Ғ,а Ғ,, Ек, Е, 


ФЕ k ООН ЖЕНЕ 5， 可 计算 出 应 有 的 迭代 次 数 
ko 

[B] 11 REWE Zu=1， 要 求 & 次 选 代 计算 后 使 搜索 区 间 长 
д=0, 08, 
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| 1 
Ls p <0.08, Fen =12.5 


н FPiboracci 数列 ， 上 es=13，… 有 =5， 即 要 进行 5 次 适 代 。 
[ 例 2] 已 知 F. =10946, 求 进行 19 次 交代 后 搜索 区 闻 长 
度 ， 设 原 区 间 长 底 为 1。 


1 1 
6= = =0.00 
Fo 10946 коза 


ЖП ЖЕШ) [а bd, ЕЕЕ Ло= 6-а, É n 表示 
ШЕШЕМІН ҒИ, Ш/-п-і УАК. AERA n- 


1 次 时 ， 区 间 长 度 缩减 为 L, =b, a R 
L, = po (bo— a) = p (ba — G.) = р" 2 


МЕ РЫН ЕТІНЕН, ШІМ 


bi~ 44 — 
2 .< e (5—12) 
e 为 预先 给 定 的 很 小 的 正 数 ， 
БАК ЗА Ж. 
BRIE 
Ail = Uat - a) = ba + АСЫП (5—13) 
Ag! ша, + бе (h - 0) = ba + . а п (ao — bh) (5—14) 
其 中 有 : À! + Àa? = ag + 6, 
Ж АЗОО LE 5--7) 
* 185 • 


| 
ак-1 415 2,5 bk-: 


图 5 一 7 第 PRRI A 


А 6+ - р аһ. 1— 64-1) (5—15) 
kaL 

Дата,” r — (br-1 — ari) (5—16) 
mh +1 

A+ A= ама + bri f (5—17) 


得 到 [a,, 51 区 间 。 

Ж flapi W| a 为 极 小 点 ， 

Бау fb) W|) b, 为 极 小 点 。 

Fibonacci ШЕН 

1. 给 定 试验 次 数 时 ， 可 使 区 间 缩 短 为 最 小 ， 所 以 是 最 优 搜索 
方法 ， 是 一 种 优选 法 。 | 

2. 这 种 方法 是 序 贯 试验 的 方法 ， 它 是 限定 试验 次 数 并 且 每 次 
只 做 一 个 试验 的 最 优 方 法 。 

з. 算法 简单 ， 用 计算 机 计算 很 方便 。 
| (Я) 用 Fibonacci 法 求 /(х)-(х-302 的 极 小 值 点 ， 设 区 
ARE» 工 ,= [0,10]， 要 求 搜索 三 次 ，z = 1 

由 解析 法 可 知 ， 极 小 值 点 为 x* = 3。 

第 一 次 过 代 

0-0, 5,-10, 在 [0，10] 区 间 取 А! А. 两 点 


А\=ау+ =! - а) =6, 


А, =а+ = (bo 一 40) = 4 
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则 (449 =9, /(4.9-1, ЯЕ [н] > [0, 6], 其 长 度 为 
Li=6。 
и 
-0, bi=6, {Е [0,6] КІН A, 4,5 两 点 


5-1 аа - b) =2 


Д,2= А, 
ЎСА) «1, f(À2)=1, ЖАН, БОЕ ФИНИ а,-2, b= 
4, 即 消去 [0， 2] 一 段 ， 这 时 L, = 2， 显然 ， 2<]х*<`4„ 


FIRER 
因为 FARS f(42?)， 为 了 使 函数 值 能 区 别 开 ， 令 搜索 区 [Н] 
Ж [2, 3.991, M| f(3.99) = 0.9917 - 0.9801, Ж 


2<2х%<23.99 | 
这 时 2,-2, b,=3.99, 1;=1.99% 


де Б.а аза, - b) = 2.995 


н-2 


22; KETA + Fb ~ а) = 2.995 


最 优点 x* = 2.995 
f (x*) = 0.000025 
三 次 搜索 过 程 如 下 
[as ba] =[0,10], Гі510/ (42959 
(а, 5,1-(0, 61,11-6, /(А.2) = 1 
ЛЕ е-е 46-8 К (* 一 3)? 最 优点 
1»=1.99, /(2,3)-25х107%, | 
= 187. 


ю 


Fibonacci 法 程序 框图 如 图 5-9 


F, = R= 1, N= 0 


Куе Ру + Fy 
Ех-а = Fn ү: Fy-t 


та EN ha), hf) 
Гч 
A= tbo Ар = Аз) 


b=? 
Дұ-2у 
дұха %-2; 
heh 

аз 20 


ДХұша 1-2, 
їз 
f, = {(2;) 


BL 5—9 Fibonacci 法 -- 维 搜索 得 序 框图 
$ 5-3 ”黄金 分 割 法 0.618 Ж) 


在 Fibonacci кеп ый, шор->со HE, Fibonacci 数列 
Фи Ж А. -э0.618 如 果 每 次 缩短 的 区 间 比 例 均 为 
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0.618， 如 图 5—10 所 示 。 即 选择 41=0.382，4。=0.618 ( 设 ab 
区 间 原 长 度 为 1) o MERER, 
这 个 比率 均 不 变 ， 这 种 搜索 方法 称 为 
0.618 j; 


{ 
І 
000 Tibonacci 28, A= 6 E К | 
后 的 区 间 长 度 分 别 为 ， i 
1 
ЖЕ 
аг, і 
Ë фа А A h 
= гы li s 1 
Баг з? ' 1 ; I 
ы-------------ф 
) 0.382 0,618 1 
L = Ға, ІІ 5 一 10 0.618 J: 
Кк, 
而 按 0.618 法 ， 要 求 每 次 所 得 区 间 长 度 比 例 不 变 ， 即 
ш, 
Li L: 
T Га Ба s Te Ta 
或 th Epi Fk- 
Е, ТЕС Кы 
令 Àz Ғ, 2 Ж. 1 А Е Е, 
i : 1 
RALA À= 271 
2 
或 (42)2+ As—1=0 (5—18) 
Дат. 1 ЕУ 20.618, А,=0.382 (5—19) 


HAAKE I ЗИКА НЕА) 0.618, 
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当 区 间 长 度 为 b-a Bf, 
A = a+ 0.382(5-а) 
А= a+ 0.618(5-а) 


这 种 分 割 线段 的 方法 是 欧 儿 里 德 发 现 的 ， 古 代称 这 种 特殊 分 割 
线段 的 方法 为 黄金 分 割 法 。 实 际 上 古代 欧洲 将 长 与 宽 之 比 为 1.618 
的 长 方形 称 为 鞭 金 长 方形 。 也 即 定 费 金 分 割 比 为 1.618， 它 是 ?一 

-1=0 的 解 ，r= 政 -5=1.618。 例 如 五 角 星 的 各 条 边 就 是 
按照 这 一 比例 关系 确定 ( 见 图 5 一 11) 1.618 这 个 数 过 去 在 欧洲 
建筑 设计 方面 应 用 较 多 。 有 趣 的 是 1.618 的 倒数 从 为 0.618. HW 
此 实际 上 0.618 法 只 是 黄金 分 割 法 的 一 种 近似 。 


0.382 0.618 
0 1 
0.382 0.618 
-一 一 一 人 一 
0 | 1 


图 5 一 11 па ФУУ ЦЕ 图 5 一 12 0.618 ТЕРЕКЕ НЕЕ 


0.618 法 每 次 按 固定 的 比例 缩减 区 间 长 度 ， 如 图 5 一 12。 因 此 
用 0.618 法 和 用 Fibonacci 法 每 次 选 代 所 得 区 间 长 度 是 不 同 的 。 
例如 设 原 区 间 长 度 为 工 ， 则 天 次 选 代 后 ， 用 Fibonacci 法 所 得 区 
B R Æ Li = р- ， 而 0.618 法 所 得 区 间 长 度 L, = (0.618), 
用 两 种 方法 许 算 所 得 区 间 长 度 比 例 子 如 下 表 ( 见 次 页 )。 
0.618 法 程序 框图 如 图 5 一 13。 
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Ж а, b, ғ, (b>a), е>0 


ділі 30,382(Һ-а) 
A,=a+0.618(b-a) 
у= СА), САЗ) 


® 1 | 
Ата=<(А; + Aa) 


д2 
длзаті-2; 
f =£; ) 

faz flA) 


Ë £ 

| { 

i SS : 

I l 

I| : | f 

aA 4; b Лу да у 
а 点 不 动 b д 
ЮЖ 2.) EE Мақал БЕ 


ІҢ 5—13 0.618 {Тг Е 


А. c s g 


Fibonacci 法 . 0.5 | 0.333 w | 0.125 | 0.0777 


0.618 法 


0.618 | 0.382 | 0.23 | 0.146 | 0.083 


. 191. 


| | | | 

We ж» ы акы 
Fibonacci 法 | 0.048 0.029 | 0.018 | 0.01 | 0.00694 
0.618 法 0.04 | 0.034 0.0213 0.013 | 0.00813 


55-4 ШІ Ор) 


进退 法 的 基本 思想 是 ， 每 次 搜索 都 要 改变 搜索 步 长 。 如 果 在 第 
有 次 选 代 沿 某 方 向 搜索 成 功 ， 则 函数 值 一 定 下 降 ， 下 一 步 仍 可 沙洲 
方向 搜索 ， 而 且 可 以 大 步 向 前 搜索 。 如 果 在 第 EKEN ДЕ 
搜索 失败 ， 即 函数 值 上 升 ， 则 应 退回 到 原 地 ， 下 一 步 沿 相反 方向 ， 


即 向 后 小 步 搜索 。 
设 一 开始 从 хо BR PRERA, Ë SODS Co +h), M 


хЄє[% 1], h>0, 5>0 


BL 5—14 HER HPEY AEE 
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搜索 成 功 ， 于 是 下 一 步 可 到 步 长 为 2h， ЖҰЖ АШЫР nh, 3Ë 
搜索 成 功 ， 下 一 步 可 取 步 长 为 2nh, 

如 果 f(xo) 志 f(xo+ А), ШЕ, ВЕНИ В Б 
„ЙЕ nh, 搜索 失败 ， 则 退回 到 <, 后 ， 、 
B- 。 直 到 最 后 搜索 步 民 小 了 于 ó, ó 为 给 定 的 任意 小 的 正 数 ， 则 
停止 搜索 ， 得 x* 的 近似 解 。 

24， 刀 都 是 按 经 验 选取 的 ， 也 可 эл RE 

进退 法 程序 框图 见 图 5 一 14。 i 


$ 5-5 插值 法 


-. Қанын 

Ж f(x) [б АЛИ HF 838 
代 方 法 求解 非 线 性 方程 Сх) = 
0, E 为 fx》 的 一 阶 导数 ， 
СРЯ 5—15) o БЕЛАЯ 
ха, ЛЕ x, 附近 取 OO 的 切线 ， 
НЕ Ka <, 附近 的 非 线 性 


1829) эё 


= 一 一 
* 


Ж Ро ЕС i 
fCx)=f Xa) t FENS х,), ! 
мсо 为 f(x) 二 阶 导数 。 令 

0х) = 0， 求 切线 与 * 轴 交点 。 o j 

i 

ж Jf: (x, ) ; f 

18 қыт Xa — ELEF y. i i 

1 в 

І % 

' I 


E [f(xe)l>e, е 为 给 台 定 误 范 ， 
则 xe 不 是 最 优 和 解 ， 继 续 在 ха 点 
дац 图 5—15 ЛОК 


Хо ха 5а x 
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РЕ С 


ро 


АНЕЛ F ІР (xe) 之 e? …… , ЖАНАҚ, жана 
为 止 。 

线性 插值 是 用 线性 函数 ох) fÉ xi. x; ЎВА ГС) 
求解 。 这 时 用 1, 2 两 点 间 直 线 ， 即 OO 的 割 线 代替 切线 ， Ж 
Ë] Бо. М 5—16, BATARE: 


— X r o Xz— хі : 
f'itxy- f(x) Jf (x, = f(x1) $x), U (x) 


直线 ф(х) Уух 5 0: 
бка ха)" Cx) 
Рх) — Р(х) 
| (5—20) 
Ж xo 后， 可 隶 出 与 x, 对 应 的 
Ғохо» 

E f'(x )=<e, ШАА 2) x, = 


ж”; 


хат Хі- 


Ж 0х0) < е, 表示 x. 在 Ра 8—18 # ТЫЫН 
х* ЖШ, 将 x。 作 为 继续 搜索 的 
下 界 ， 即 消去 区 间 [xi хо], 在 [xo х) 区 间 再 作 线 性 插值 。 
E Рх) >22, 表示 хо 在 x* WEH, 则 消去 区 间 (ха, 
х.], Æ [xis xa] ре ЕВН, 直到 新 的 x. 满足 ЖЕЛІ 
< Hika 
线性 插值 法 程序 框图 如 图 5 一 17。 


二 、 二 次 插值 
土 述 各 种 方法 (如 线性 插值 、0.618 法 ，Fibonacci 法 ) 要 多 
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nsn- ОГ Б. еҙ 
өза фет (қ) 


ІҢ 5 一 17 RELIRA ННІ 


次 计算 函数 值 ， 才 能 得 到 较 准 确 的 极 值 点 。 

和 线性 播 依 方 法 类 似 的 是 用 多 项 式 р(х) 逼近 函数 /(x)， 用 
解析 法 求 px)=0 的 根 ， 作 为 f(x) 极 小 值 的 近似 ， 重 复 应 用 这 
一 方法 进行 迁 代 计算 ,直到 得 出 满意 的 结果 为 上 ,一 般 用 二 次 多 项 式 
AZKENA /(x)， 称 为 二 次 
揪 俏 或 三 次 播 值 。 三 次 播 值 靶 收敛 性 
较 好 ， 但 导数 计算 不 方便 ， 比 较 简 单 
的 是 二 次 插值 又 称 抛物 线 插值 方法 ， 
如 图 5 一 18。 

在 函数 f(x) 的 寻 优 区 间 内 任意 
确定 А,В,С ZA, MERE Xa 
хь, Xoo QREN ф(х) =a, + т шы 
ах +а;х*® 也 通过 这 三 点 ， 则 应 有 图 5 一 18 ”抛物 线 插值 法 
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“p(x,)=u tax +a,x2 = f (Xa) 


ф(хь) = G+ axa Hax = Í (xe) 


р(х) = dot GX +а,х = f(x.) 


(5—21) 


H (5-20 式 可 解 出 а, а, Uzo ф(х) 的 最 优 解 xo 应 满足 下 述 


KRA, 


EET. =, +20% =0 


да; 


直接 由 (5 一 21》 式 求 出 а), а, WE 


[ 例 ] 


由 7 =0 求 得 极 值 点 为 x*= 
fx) 的 最 优 值 是 有 误差 的 ， 还 应 继续 迭代 。 


кеҥн кыы == 


f(x) xé 


f(x.) хы» 


f(x Ты 


xa f(x) 
хь f (xs) 


W: 


f(x 


f(x)=8x2-—2x2-—7x+3 
Ж хал 0, хһ= 1, x = 2 
00) =3, /(1)=2, f(2)= 


0. 
ү 
А12 23 
3 44 
2 
45 


01] Ж min (х) =6е%- 5х 


ах 


` 196 = 


(5—22) 


(5—23) 


0.63, ШІН xo=0.52 作为 


-=e7-5=0, х*=1п 5=1.609 在 区 间 [1,2] 内 。 


& А=х-1, 得 o(A)= f(A +1) =е*'!—5(А +1), 
A* = 0.609. 
取 А„=0, Аг =1, А.ш2. 
| 2(9-е-5--2.282 
901) = 22-10 = – 2.611 


902) = 5.086 


ФЕ Yas хь Xç ë Ka Xh Xe 
B га =f(x.) Ер-ҒК хь), Fe=f(xe), Fbs Fas Еһ F, 


А =2[(хь— xe) Ë, + (хо ха)Ғь + (xa = хы) F<] 


Жа“ Xh 


xe = xo 
Fa= Fb 
Е, = Е, 


Xa 十 Xe 
2 


хы 


Рь- (ұу) Бь=Е(кь) 


ІҢ 5 一 19 НИНЕ E 
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{8% 2,-0.521 ІП А%-0.609. 这 是 用 二 次 播 值 法 进行 一 步 选 代 的 
结果 ， 显 然 抛物 线 最 优 值 0,531 与 实际 函数 最 优 值 有 相当 2 EE, 

一 种 选 代 方 法 是 ， 设 预先 给 定 目标 国 数 值 的 允许 误 Ж 为 (> 
0, ЕНЕН /.= f(x. fof (хь), f.= f(x) 与 fo 
= ф(х%) Бор! fo— fan Рет Хь. а Ја» Ж min{| fo- foh 
Ifo- fels [f = Ре, ДАТ x, 为 近似 解 ， 否 则 再 以 x, ЖІ 
ха хь. х. 中 与 之 相近 的 两 点 构成 新 的 抛物 线 ， 再 做 第 二 步 二 次 
插值 类 代 ， 以 其 最 小 点 近似 目标 函数 最 优点 。 这 一 方法 在 中 间 低 两 
头 高 的 情况 ， 即 当 x¿<x,<x., MALS A), Р(х) < јх.) 
时 ， 效 果 较 好 。 

二 次 插值 法 的 程序 框图 见 图 5 一 19。 

播 值 法 原 是 为 了 解决 多 变量 国 数 最 优化 问题 中 出 现 揭 一 维 极 小 
化 问题 ， 与 Fibonacci 法 相 比 ， 二 次 插值 法 更 为 有 效 。 

[ 例 ] fX = (Cx) 01-х)? 


ШК" 


-2 +a 
Хі= X: + a= 
-2%0.25а 


则 Z(ay=[(-2+a)2- (-—2+0.25e)]2+[1- (—- 2+ea)] 
| = 2% – 8.5а° + 31.0625а° – 57а + 45 
我 们 可 以 用 二 次 多 项 式 ф(а) = a + аа + аза? 近似 上 述 A ж 
(a), pla) 的 极 小 值 点 we Н (5—23) 式 决 定 ， 可 表示 如 下 


了 (Qi 一 Ce) 十 (Go 一 Co2) 十 下 (wo 一 Cit2) 


a= >$ -一 熏 一 一 二 Е 


217 .(аъь- а.) + {0а а.) + Ғ.(а4- co] 
Жин /.,=f(e.), fe= flas), f.= fla), 
“198. 


wi 


为 了 简便 ， 一 开始 可 中 xs=0 а„=1, а.=21, 为 预先 选 
好 的 试验 步 长 。 这 样 可 以 少 做 一 次 函数 计算 ， 因为 f.= f (cs=0) 
= Qo 是 已 知 的 。 
解 《5 一 21》 式 所 示 的 联 玉 方 种 可 得 
ре Б аға-(а.-аһ) + fra ala, u.) + Б.ағаһ(аь- а,)) | 


(а,-а(а,-а/)У(а,-а,) 


а, | fela” u, 2) 4 frla tat) + | ,(ал-а) | 


(а. а:) (96-а) (а, Ga) 


рени Гобу a.) Sola, а у. Саа) 
ий (qs— a)i a,- 0, Mia. — Ga) 
Аб а. =0, екі, 0,-:2і ҚАЗ 
ao = fhu 


-- 47,-3,-/Ғ. 
у= ШЕ s 
2+ 


= КБР, 应 大 于 0， 即 应 满足 不 等 式 


Чу 


БЕРЕ 
ыу 


ІП ea) 的 最 优 值 о. 为 


= (4).-3/- ft 
If. —2f.-2f. 


0 


过 代步 又 如 下 


1. BREA f: 及 初始 步 长 to Б ШАҢ a = t, ВАЖИ. 
令 fi1=f(a=t10)。 


可 能 有 两 种 情况 ， 放 > /. 或 7. 


199. 


2. # /> ШӘ /,-Р, ШҰ о,е-24- Һ, HR а= 
S 时 的 函数 值 f= а= 76) 以 及 а, 值 。 

з. Ж S/a MÆ f,= f. ШОа,сігі,, (ИЙа-2 
时 的 国 数值 / = f(a = 27), 

4. ЖА>)о MWA fe fa 并 计算 a, (F 15-590 

5. # 六 志方 ， 令 新 的 /= /io=240， BEE 2 步 到 第 4 
步 ， 直 到 收敛 为 止 。 

6. ёки 


фа) 一 а | 


Маре. жине pe SE 
或 | Aiat А Ё ИСА Ga. Аа) <, 


ЖЕЛТ АН ЖАЙ, MP Д ИТ К ВА С 
ф(а) = ау +ага+ага? 

近似 f Се) 为 了 计算 ау» а”, а, 可 以 在 ас0, асі;, а= 
20 K a, 中 选择 最 好 的 三 个 点 ， 到 胡 应 的 图 数值 Sao fo, f. 
及 Са) 为 最 好 的 三 个 国 数值 所 在 点 。 

[ 例 ] min У(в)-а%-5а?-200--5 
Ж. 取 to= 0.5, 令 а„=ф, а.-0.5, а„=1.  е,-<0.02 

第 一 次 选 代 ， 令 Ғ.-/(ас0) 5, 

fi=fj(a=t0) =(0,5)#—5(0,5)9—20(0.5) +5 = -5.59375 
现在 fiılfa > МҺ-Л--5.59375, 

计算 出 Һ«р а-«2Ь-13-<-19, 
现在 <, QAH to=1， 新 的 Л--19, ЖЕН. HT Л: 
仍 小 于 fa ЯР = f i= -19, 
» 2ÜÜ • 


得 Һ-/ба2%-2)- 一 43 


因为 falfo WE 为 =2， 六 = —-43<]],, 4 р-Мт-43, 
计算 f= f(a=2to=4)=629， 这 次 /а>/» БЕЛІ» ў, = 
629 并 计算 о, 将 f.=5, f,= -43，f.=629, 1=to=2 RA 


(4fo—3fo— ft 
áfi—2fe- 2f. 


得 co=1.135 
并 求 得 二 次 国 数 的 系数 a= 5, e= —204, а, = 90。 
ф(а„)= -116.5, f(a0) = 一 23.127 


(z ( = 


Айй ЖИИ Fr HE 
| 
i glao) - (ау 
| Қо» 4.04 
жй, ТАЗА КҚТ Д, 
акик 


НУ) аъ<аь= 2, fla 02 Јь= -43， 取 新 的 三 点 为 : 
ao=1.135 (HEK а) /.--23.127 
а,-2 (AV) fo= -43 
а.-4 (不 变 ) f. = 629 
计算 得 с,-1.661, 04-288, а= -417, a,=125.3 
PA= – 59.7, /(а)--38.37 


这 个 数 还 较 大 ， 应 继续 迭代 . 
第 三 次 迭代 
因为 ау<а,-?2, Даз>фза-1748, 取 新 的 三 点 为 : 
4201. 


а-1.661 f.= -38.37 
а=? Гь = - 43 
a = 4 f. = 629 
计算 得 а, =1.875, а=. а= -561, 4: = 149.7 
pia) = – 41.5 fia) = ~ 42.3 


| Ф(а)— f (a 


| (аз ‚= @.01891<е‹ (MKE 610.02) 
ИЖЕ АА ЖЕМЕ, Н а* = а= 1.875, RIE. 
三 、 三 次 插值 
三 次 插值 法 是 用 三 次 多 项 式 


pla) =a +o +аза? + aza” 


WIAR f(a)，、 我 们 规定 两 函数 近似 的 范围 为 区 间 [А,В], Ж 
始 时 可 取 А=0, =t 2%, 4Éos 8б 并 要 求 


а/ df 
da Тш аа: 20, 
这 样 最 优点 а* 限制 在 下 述 范 围 因 
0<4%< /) 


为 了 计算 as, а, а, а 四 个 系数 ， 应 解 下 述 联 立方 程 ， 
{а= ао+а, А ka, + а, АЗ 
famata В ra, В?+ а, В? 
Ба =а + 2а; А + Заз А? 
fa = a+ 20, В + Заз В? 
解 得 : а= fs аА - a, А — as AŠ 
• 202 ° 


m= £ +Л%/,'+2АВС) 


(А-В): 
аз = . +)С+В/ + АУ, 
азш 2. 1 зыга + / i + fe] 
304-8): | | 


РТ fn) , ” 
Е аш ы, 


фа) =a +a + пла? каза? 为 极 小 的 必要 条 件 症 


Себа) p + да,а E T = 0 
аа 
= 2196.65 
极 小 点 G 0 = REAR 2а. +m e 1 244% 
8 


代入 а), а, а 诸 式 可 得 


а= ја 并 应 有 f (<0, //>>0 


1 = 
а= ССЖ), ЖТ Es ровун, 


1 


ба 3 pE 


бё дй) 
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7 f +C+D ú —— ЖЕЛ 
“= BLEED), 其 中 D= C2- є Ра 


判 钱 标准 为 


Ф090) – Рбаь) 1, df < 
қы s 


'Q o 
满足 这 一 条 件 时 ， 可 取 a*=a,, 
若 不 满足 上 述 条 件 ， 则 应 用 新 的 三 次 函数 
ф(«)=ау жауа +a; a? + аз аз 
近似 Ға)», 根据 А, B 及 а 三 点 中 最 好 的 两 点 计算 /(а) М 
了 (a) 可 确定 а/. аз, а), ау. Æ /'(а„)<0, EO Asan B 
Жа), Ж f a>, W B= a, А 不 动 。 
[Ж] 用 三 次 插值 法 求 min /(а)-а5-5а%-20а +5 
R: 取 A=0, Һ-0.4 


f4= а= A=0) = –20<0, 
计算 fa' >>0 的 点 В. 
Ба,0.43- 一 22.272 
六 (2to=0.8)= -27.552 
Ғаіт-1.6) = — 25.632 
六 (8to=3.2)=350.688 
因此 B=8to ЖН 0<4%<3.2 
А0, Ялз5 Яй/--20 
B=3.2, fa=113, /в =350.688. 
第 一 次 选 代 
- 204 · 


计算 得 С =229,438, Г-244.24, 
а,=1.84 或 —0.1396 使 去 负数 。 


如果 в, 接近 最 优 值 a", WA) =0 <е, 
ав 


f'(a) =5а*-– 15а? – 20 
бао) = 13, ШАМА» 
(К 
因为 /'(9,)<0, 取 1=а,=1.84, В = 3.2, 
А= 1.84, fas — 41.7, f a = 一 13， 
B=3.2,  /я#°113, fn = 350.688, 
并且 应 有 1.84<а,<3.2, 
计算 得 С--3.312, 万 =67.5， 
a, = 2.05, 
/'(а„) =5.35, ЖЫРАҚ. 
КЖ 
因为 7 (20,)>20, Ж B=2.05， А-1.84, 
4 = 1.84, а= — 41.7, fa -13, 


В 2.05, /вт - 42.9, fa =5.35, 


ЈЕЛ 1.84<Саұ4<22. 05. 
ao =2.0086, 


j’ Ca) =0.855, (а) = ~ 42.996, 
如 果 认 为 该 值 已 足够 小 ， 可 取 
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аЖғ<а,::2.0086, 

并 停止 迭代 。 

以 上 我 们 介绍 了 几 种 常用 的 - 维 搜 索 方法 , 即 ，Fibonacei 法 、 
黄金 分 制 法 、 播 值 (包括 二 次 及 三 次 插值 ) 法 等 。 一 维 搜索 方法 在 
求解 多 变量 函数 最 优 值 时 也 是 2. Ыш йы o 
维 搜索 ， 因 此 实际 求解 的 最 优化 问题 虽然 常常 是 多 维 的 ， 但 是 选 代 
过 程 中 却 是 应 用 з. 台 的 算 波 。 

以 下 我 们 将 介绍 儿 种 常用 的 起 接 搜索 法 ， 以 求解 多 变量 销 数 无 
约束 极 值 。 其 中 包括 座 标 轮换 读 、 模 向 搜索 法 〈 步 长 加 速 靶 》， 共 
HME, ЕЛ М MAUR R PRETERI IEL tko 


Š 5-6 坐标 轮换 法 


这 种 方法 是 最 占 老 的 多 维 搜索 算法 ， 又 称 为 变量 轮换 法 ， 它 
ванае ене, баек хе. 
ЖАВЛАН, СМ ОН, ERI ВИЕ 
一 个 最 优点 ХО, HHR 个 变 其 ， 同 样 进 行 一 维 搜索 。 得 到 第 二 个 
最 优点 六 ?， 如 此 继续 下 去 ， 直 到 完成 一 个 循环 ， 对 n 个 变量 都 轮 
换 完毕 ， 得 到 第 n 个 最 优点 邱 '， 这 此 第 一 步 选 代 。 

着 范 数 X- X<, е 为 规定 的 误差 值 ，X 为 这 一 循环 的 起 
始点 ， 则 X*= X ARES іс 

判 据 时 X" 为 最 优 解 。 否 则 令 第 一 
步 选 代 结果 X"= XX?， 再 重复 以 上 
过 程 。 

我 们 以 二 维 搜索 为 例 来 说 明 这 
一 方法 ， 图 5--20 表示 一 个 -次 
таш, Х-|%|, А хоне L. 一 一 ~ 
Ж ох, x, 方向 搜索 并 计算 忆 优 |4 5 一 20 ММ TAER а 
4206. 


# 1 41, zo 
1. іп xi 方向 搜索 О 
тіп /(Х“'+а5)= (0) 
=f(X" +a) S) 
б Ай < 轴 的 单位 方向 向 最 Si=| 3 | 
Alz Х4- 4,6. 
ЖАЛЫНЫ ЕЗІ а, 
ас Қүба; 
Sas [O рой x, misatas, 
РХ) = min (At aSa) = fX +о,5,) 
这 就 完成 了 一 个 循环 ， 如 果 ЛЕЛ ТТТ ТЕ 
Жж, ША X? 为 新 的 起 点 ， 后 重复 -- 个 循环 。 
如 果 是 п 维 函 数 ， 则 一 循环 内 包含 S.S, S, i n Ж 


标 方向 的 轮换 搜索 。 зк эз те 
ЕШ Мб = 


[аг ХК арабу) ХЕЧ Ғақ5%) 


Xk= Xk: +a. Sk 


а; | 
X" = Ҳа Ë 
К=1 Xa = X* 


5-21 фр о рүн 
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这 个 方法 虽然 简单 ， 悍 收敛 慢 ， 
计算 时 间 较 长 。 淡 代 程 序 框 图 如 图 
5--21, 

Аы пн 
寻 优 问题 转化 为 2 个 单 变量 国 数 的 寻 
优 问题 ， 因 此 实际 上 是 一 种 降 维 的 方 
法 。 

这 种 方法 的 效果 与 目标 函数 的 形 
” 状 有 很 大 关系 ， 以 二 元 亩 数 为 例 ， 有 
ИТЛЕ. 

1. 如 果 目 标 范 数 为 圆 ， 或 一 个 
椭圆 但 其 长 短 轴 均 平 行 于 坐标 轴 ， 则 
这 一 方法 很 有 效 ， 一 般 经 过 两 次 搜索 
可 还 最 优点， 如 图 5 一 22(a)， 这 种 
二 元 国 数 的 特点 是 设 有 хал 这 -一 项 ， 
即 调整 x, 使 (X) 的 变化 与 хо Ex 
值 无 关 ， 说 明 xn x, ZEA “A 
НЕМ”. ` 

2. 如 果 有 目标 乓 数 的 等 高 线 接近 
撕 画 ,而 长 短 轴 不 平行 于 坐标 轴 , 则 要 
经 过 多 次 迭代 循环 才能 到 达 最 优点 ， 
如 图 5 一 22(8)。 这 种 函数 有 x x; 这 
一 项 。 ЮЕ К x, 使 АХ) 的 变 
化 也 与 х, 取 值 有 关 。 

з. 目标 孙 数 出 现 了 “次 线 ”， 
如 图 5 一 22{c)。 本 来 “3 pQ J; 
。208 。 
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图 5 一 22 HER Ну ЖЕКЕ 


H PRERA ІН НАР АРЫ ОРАТ АЕ Я, A BË 
КЕНЕ, А X° ТЕ, ШАМЕН ЗЕН ЕКИ А ді, 
就 无 法 继续 向 前 搜索 ， 搜 索 到 所 点 为 止 ， 因 而 不 能 找到 最 优点 。 


$ 5-7 $ K mX Fe 


Е, ВИТЕ 383], MEREMERE, A Ben ti ЛИШ 
1832, [д Араа Sikar i ЕН F| yn, ЖЕЛЕ 
步 长 加 速 法 正 是 一 种 遵循 准 线 方向 加 速 息 山 的 方法 。 又 称 为 模 向 搜 
索 靶 。 这 是 一 种 既 简 单 又 容易 实现 编程 序 的 方法 ， 由 虎 克 (于 ookey) 
杰 夫 斯 〈Jeeves) 两 人 在 1961 年 提出 。 

步 长 如 速 法 的 基本 思路 是 ， 进 行 了 某 次 试验 搜索 以 后 ， 发 现 治 
某 个 方向 移动 使 目标 函数 位 有 所 改进 ， 则 说 上 明 继续 沿 该 方向 移动 ， 
目标 国 数值 还 有 可 能 得 到 改进 ,如 果 原 来 移动 的 方 铝 是 洛 将 线 走 的 ， 
在 假设 并 线 是 直线 的 条 件 仆 ， 洛 这 个 方向 继续 加 大 步 长 ， 应 该 是 有 
效 的 。 

我 们 以 二 元 函数 为 
H. RTA- 2505 
( 见 图 5—23) 。 

步 长 可 速 法 包 插 两 
种 搜索 和 和 移动。 一 种 是 
探测 性 搜索 ， 在 起 始点 
附近 按 一 定 步 长 探测 有 
利 方 向 ,然后 进行 移动 。 
8, ШП 
遵循 找到 的 有 利 方向 ， - 
加 速 移动 ， 并 判断 是 否 ІН 5--23 ЖЕЛЕ 139 
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到 达 更 有 利 的 点 ， 探 测 搜 索 了 时 按 给 定 步 长 用 坐标 轮换 法 搜索 。 
设 沿 每 个 坐标 轴 的 步 长 给 定 为 。 探 测 搜索 步 又 为 ， 
1. 从 基点 X = Уз? Hi, WF Xx! 正方 向 搜索 ， 得 


халы а Ахат x° +h 


ВН Ир, ЖЕ f(x, х„)<]/(х?, xs), WA 
Йу xi 方向 探测 成 功 ， 各 xu: xo + 有， 否则 ， 说 明 探 测 炎 政 ， 沿 
xi 方向 不 是 有 利 的 。 

2. 如 果 沿 + <, DARM ВС, WA -x 方向 搜索 ,得 хы 
=t- Axx- h, # Р(х, SALS, x, ARARNAR 
Мо. A х 为 起 点 沿 x, 方向 搜索 。 

3. ЖЖ хі. -х 两 方 站 探测 搜索 ， 目 标 函 数值 均 不 变 ， 
或 均 增 大 ， 说 明 探 笛 失败， 可 以 从 X: Ai x, 方向 搜索 ， 依 次 
检验 + xz、- x, 方向 是 否 为 有 利 方向 ， 此 时 令 хо = х БА, 而 
xil= ТЫА 

如 果 沿 某 一 方向 ( 例如 +xz) 目标 函数 值 下 降 Вр (х, 
Xa KS cxa)， 则 到 该 方向 为 有 利 方 向 ， 令 х= хан, Ф 
Хе [xuyx2] ， 作 为 模 向 搜索 的 基点 〈 记 作 ХА, M Хь 移动 
BX: ІН Aat V. 为 丰 利 方向 。 Хо. Ха = 
ww28 从 Хи! 沿 流 有 利 方向 走 一 步 称 为 横向 移动 ， 取 步 长 为 
Vh, ША Хо нж АНЫ 2 2 h, ЗКП Т 的 点 
X žo 

Х?= Xp HX pl X nR?) 


А Хо 移动 到 XX*?， 即 沿 有 利 方 向 加 速 移动 ， 所 以 这 一 方法 称 为 
步 长 加 速 法 。 

如 果 乞 ? 夫 0， 就 可 以 进行 一 轮 新 的 探 抽 移动 ， 以 确定 一 个 
新 的 基点 X (= Х9), ЖАН X= Xg, Æ Хо 周 国 进行 的 
以 步 长 为 站 的 探测 移动 均 不 上 成功 ， 应 当 减 小 步 长 ， 在 N o 附近 再 
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作 探 测 移 动 。 

图 5 一 23 所 示 的 例子 Po Nt 到 \* 的 模 向 移动 和 从 《2 探 
MEDA Хо ЖЕЛІН, 从 pl 到 ХУ? 称 为 一 个 循环 ， 经 
历 了 两 个 阶段 ， 即 模 向 移动 〈 沿 有 利 方 向 加 速 》 和 探测 移动 〈 找 新 
的 有 利 方 向 ) 。 


а МХ г) 
< 一 模 向 移动 一 ?和 一 探测 移动 一 一 


А Xa W Xt- Хы 这 :~ 有 利 ， Т 和 进行 横向 移动 ， 得 Х* А 
Ка! 到 ХА АРАНЫН H dv 27, 


Х%- Ү,®+(АХ®— А 1) 


在 X* 周 国 重 新 开始 探测 过 程 ， 如 此 反复 进行 下 去， 直到 这 到 
一 个 新 的 基点 Ха, Яр fOX у> CX D, Шин Хат, 
ЕТТІ ТЕГТІ” 
与 探 神 移动 《 即 新 的 御所 》 ， 否 则 减 小 步 攻 hh ， ARE) , E 
Хе 周围 百 作 探测 移动 。 当 有 减 小 到 小 于 茶 个 预定 的 值 时 ， 可 认 
为 已 达 最 优点 ， 算 法 终结 。 

由 图 5—23 这 一 例子 可 见 ， 从 X 2 Xr 到 X° 总 共 移 
动 6v 3h， 这 个 移动 是 成 功 的 ， 从 X ° 到 Ха 移动 了 

ЛЮ + GEE) = 2 5 hç 

这 是 一 个 有 利 方 向 ， 可 是 沿 该 方向 作 模 向 移动 到 ХО, СА Xaa 
六 ”总 移动 取 离 为 4w 5h)， 目 祭 函 数值 又 上 升 了 ， 说 明 这 一 步 模 
向 搜索 失败 ， 应 退回 到 X,4， 重 新 进行 探测 。 

步 长 加 速 法 需要 做 大 量 的 函数 值 计 算 ， 但 这 种 方法 编程 序 容 
易 ， 又 可 靠 ， 这 种 方法 的 :要 缺点 是 不 能 根据 实际 情况 改变 搜索 方 
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а, ГК ННД ЕТАН, ЖЕЛТ ТВ, 
$ 5-8 Ж) BI Ж 


坐标 轮换 靶 和 步兵 加 速 法 都 要 经 过 很 多 次 达 代 才能 找到 函数 的 
无 约束 极 小 值 点 。 而 Powell 1964 PLURA RAEE Ф Яу 
效 的 算法 ， 可 以 在 有 限 步 内 找到 EE” 内 二 次 函数 的 极 小 值 点 。 对 于 
非 二 次 目标 函数 ， 只 要 它 具 有 连续 二 阶 导数 ， 用 这 种 方法 也 是 有 效 
的 。 这 是 因为 在 极 值 点 附近 目标 旺 数 前 可 用 二 次 晴 数 近似 。 

共 轿 方向 法 是 以 其 罗 方 向 为 
基础 ， 磷 代 过 程 中 通过 - * 维 搜索 


ү 
ВЕЗУ, ТЕУ ТАГАЙ _ 
进 可 以 很 快 找到 航 值 点 。 
我 位 先 说 明 共 入 方 向 的 意义 。 7 ç 
(a) (0) 


ПАИ п Е X 与 了 了 
HEE, АЕ 5—24, АНН 


XTY = 0, 也 可 写成 X IY =0, ; ЕЮ 6—24 ЗУШЫ 
I 为 n 阶 单位 阵 。 于 是 我 们 可 XTY =0 5 XTQY =0 
以 称 X 与 Y РЕ а, 
记 作 
(X, Y)=0 


(5--24) 
w СХ, IY)=0 


设 有 n АНА Q, 如果 XTQY=0 成 立 ， 即 X 5 QY 

相互 正 灾 ， 则 称 X, Y 关于 О EALE X 5 Y “QJR”, 
记 作 

(Х, ОҮ)=0 (5—25) 

两 向 量 互 为 正 交 是 向 量 互 为 具 儿 的 特殊 情况 。 由 线性 代数 我 们 
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PUL UE E Q, 存在 下 述 关 系 ; ОЛ =^Х, Хо, А 为 标量 ， 
ДРК 4 为 Q 的 特征 全 ， 惠 应 的 特征 向 量 为 X. 
£ Q ЖАНТАЙ, v. Y 为 О 的 特征 向 量 ， 则 (X,Y) 
=0， 或 X, Y MELEX, ЊТ 
(Ү,ОХ)у=(Ү,АХ)=А(У,Х)=0 (5—26) 


因此 下定 阵 Q 的 特征 向 量 X. Y 对 Q НЕ ЕШ, Ж-Е 
EPE, А Eb iBT Q ЭН, ЖОН НЕЕ ЖІ 
用 -EARI R EARR, ТК НРА b i, 
设 有 二 次 国 数 ЖХАОО-К»СТХЗЕЕХТОХ, 如 图 5-25, 
在 初始 点 Х* 做 /CX》 的 团 线 向 量 
Y。 设 最 优点 为 Kx*， 则 连接 X° 与 
Х* [ар 
Хэ- Х* 
与 切线 Y “Q Дн”, 
ХЕ АГЕ: = 
ЖЖ, VAY = 0, 
С+ОХ*=<0, ХҰ--0 ҰС, 
(5—27) 
在 А” ОПЕ ІЧ 5 一 25 сих Жо ны 
TXY =С+ ОХ 


схо 


ШЕМЕ F REE VAX 互 为 正 交 ， 
(Y, VI(X))=0 


而 CC 
др ОСК X*) ОХ С = TX') 


显 见 Y 与 ОСУ - X) тілші, 
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(CY, QC АУ 4 (5--28) 
ИП V қ АХ: хаба) ІН”, 

ERARA, лата ОХ) = СА ХТО, Д 
ЖН, ЈУАН 3, ДЬ ТЕА ЛЕ. 

如 果 从 XX* ШЕ. йт 50 Жа, Е Яр А BB 
极 小 点 ХҮІ, шы 5—26, ЛІ 5° ШЫ, бу X“! ЩН, 
Ж (5%, МАСХ? ФУ) то, 因而 

(5% QY I- Vs))=0 


Хх 


| / 
ХК Xk! 
Sk VEX E) 


Ki 
Sh tj (Kiri го" |4 5—21 IREI OAE 
ІК 5--26 


н аря. АА АНЫ Wila il 5(5155, 
5-5) 通过 一 维 搜索 得 到 л, K X. WMR, Xi K X. 连 线 通 
过 Х%, Ш 5-27, ШЕН X,- X, 对 S ELAH, (5, 
Q(X,;-Xi))=0, 共 辊 方向 法 就 是 要 在 搜索 过 程 中 找到 59 的 共 
ЖІ, ТЕН ЕРЕУЛІ. ~ 步 到 达 极 值 点 。 

我 们 先 风 一 个 简单 例 邓 说明 共 斩 方 向 算法 。 

(ШІ /(X)=680-10xíi- 4х, + X 124 х;9— хук, 

=60- CTX +yXTO X 
С=[10, АТ, о=|?, | 
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读 函 数 的 最 优点 X*=[8, 517, f(X*)=8。 
设 初始 点 为 Х°=[0, 0]7, СХ) = 60, 
KEFARET HARHA, EPT n+1 次 一 
维 搜索 。 本 例 中 ”= 2， 每 步 共 进 行 三 次 一 维 搜索 。 
-. Ж-Ж 
Ф Ху= Хе [0,0], ЖАЯ, ETRA 选 代 
次 数 。 
1. ўт х2 Ав |], Вр Sit=[0,1]”, 从 X o ЕЗІ Б X i! Ж 
行 一 维 搜索 求 最 优 步 长 。 
X =X +olSi=[0,0]1 +a l0,1] = [0,а,]7 
F(X) =60-4a:+ la)? 
Ж min f (X t) 
ТАН ОИ 
бе = 求 得 21*=2。 
于 是 Х\!=[0,2]7, F(X) = 56, 
2. йү xi 坐标 方向 ， 即 5,1= [1,0], M Xt 到 达 Xa! HE 
FERE RERE R. 
ы- X 1! + a, S, 1 = [0,2] +e,[1,0]7 = [a,,2]7 
УХ) = (а,) —12a;+56 
Ж min f (Xs!) 
Яі 0, 得 a2* = 6. 
а 
Х“=[6, 2Г, fX) -20, 
з. п Xr- Ху 方向 搜索 
* 215 ° 


= XoXo 
X:+- Ха 
为 单位 方向 向 量 。 


сы (6,217-(0,01” 
ы 436+ 4 


Sa! 


КЕЛЕДИ 
“740” 7/40 
Xal= Хижаз Sat 


1 x 
X5 t 


| r 图 5—28 共 斩 方向 算法 举例 
-ar 中 高 ,高 (第 一 步 选 代 ) 


i 6 2 | 
|а д» 2+6 


F(X) =60- eol: +h) - s(1+ 2%) 


ІЙ ы 85/10 
ы das ы. 7 
Xst=[7.286, 2.429] 


ЖАКИНА, ФЕВ 50, 5и, S, 三 个 搜索 方向 是 
线性 独立 的 。 


二 、 第 二 步 选 代 
1. 以 前 一 步 终 点 Хи 为 第 二 步 起 点 ， 即 令 
®=[7.286, 2.429] 
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ЧЫТА ха. са 坐标 方 癌 [0,1]7 及 [1，0] ， 进 行 
第 二 轮 搜索 。 按 共 略 方向 法 ， 第 二 辊 搜索 方 铝 S, А x, 坐标 
Ш 5,1. 方向 搜索 51-51, ЗОР, ҰР 5-54, ШИН 
着 平行 于 Ss! 的 方向 搜索 ， 得 到 N? 点 ， 则 连接 Хо 与 X>, HJ 
直线 即 X-X? 的 方向 S| 与 Sa “О ҖЕ ” ( 见 图 5 一 29)。 


图 5-29 Жон RAA, сиы НЕЗ 


2. 从 X o HUK iT A S 1 Fm, 进行 一 维 搜索 ， 局 部 最 
优点 为 Х15-17.286, 5.64317, 

з. 从 X BRR StS 方向 进行 一 维 搜索 ， 得 局 部 最 
优点 为 Х.2- (7.947. 5. 87217, 

4. й Sas С 这 后 | 方向 进行 一 维 搜索 


s= 17.974.5.872)7-|7.286,2.42017 
ИХ-Х, 


_ 10.688, 3.443] 


7 0.688? +3. 443? 


- 10.688, 3.443]” 


БЕП = [0.196, 0.9817 
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з X=[7.999, 5.999|7- Х% 


Ұлына саат, БАҚША БА. 
НӘН ЕЛІН, S r 与 Se X-T Q ж. RRR 
一 下 : 


Sa! "05 = [6, | ы | 
ы -1 2 0.88 


2 -11/0.196 
= [0.949, 0.316] 
-1 2110.98 


= 0.31-0.31-90 


ВЕН Q ЖЫМ. ХЕ) SL. 是 沿 着 连接 两 条 平行 线 的 切 


点 天 和 Ха АЛЫ, ІНШІ 5—27 可 知 ， S? 一 定 与 S, 
“Q 共 轿 ”， 并 指向 最 优点 。 应 用 共 辊 方向 法 时 ， 应 注意 的 是 每 步 
的 三 次 搜索 方向 必须 是 独立 的 ， 否 则 可 能 经 过 任意 次 选 代 仍 不 能 到 
达 极 小 值 点 。 


А 0 i 1 і 1 6 
ЖҮ rh 51 Н |, 5% -Ja | жақ 


ЕЕ || W АРТ 
Ар Vas розв | i 
无 关 的 。 

ЖАҚЫ, Ж-Е ЛІНГЕН Ss 代替， 如 何 确 定 哪 
个 坐标 方向 要 更 换 ， 这 由 算法 来 保证 。 同 样 道理 ，n 维 精 况 下 ， 每 
步 选 代 都 有 一 个 坐标 方向 要 被 前 一 步 57,1 ЖИ, ПІН РАТЫ 
пъ 个 搜索 方 问 应 当 是 线性 无 关 的 。 

# 维 情况 下 ， 共 轿 方向 算法 步骤 如 下 。 

第 一 步 。 

1. 从 X° 出 发 ， 涪 n 个 线性 独立 的 方向 e, 进行 一 维 搜索 ， 
- 218 + 


依次 找 出 各 方向 最 优 步 长 a (k=l, 2,59, n) 


小 * 


X = Хі 1 +аёе, = 1, 2 ñ 


显然 ХЭ 应 小 于 ХХӘО 
2. 求 以 上 各 +# 个 点 的 目标 函数 值 ， 比较 相 邻 两 点 函数 值 的 大 
用 A 表示 最 大 的 差 值 


A= тах [f (X!) — f ( X,15] 
1<&=<n 


= FX a) ка (Хы!) (5—29) 
与 A 对 应 的 搜索 方向 为 em. 
这 一 方 则 将 于 下 一 步 达 代 时 人 贸 痉 。 
з. t X-X 方向 继续 向 前 搜索 (如 图 5 一 30)， 步 长 为 
IX at ХАН, 


- Хи лон 
Ы У _ архі 
得 ， Ж. + ІР, = х, |5 
=2X.,!- Хы 
对 应 点 的 目标 函数 为 : 
һа fiX), 0 | XE 
А-ҒОХ,9, 图 5-30 W XA— XA 方向 搜索 
fs= f (2X,1- Ху) (图 中 Ха” 应 为 ХЫ 
4. 检验 不 等 式 a 
fs f, 


(ае fs) (f | = Те Аы БОЛ А 
НИЯ, A= f(X :1)- Xa) = 56 – 20 = 36, 
a 219 ° 


п = 2。 


与 A 对 应 的 搜索 方向 为 ez = Ss 即便 中 的 [1,0]7), МЖ 
PIPERRA S ЖЫ 
лақа, Amp S HEE, ДРК А 
Ж Ха 为 初始 点 ， 按 坐标 轮换 法 洛 各 坐标 进行 搜索 。 
如 果 不 等 式 不 成 立 ， 表 未 可 以 沿 S Жм, О-Н БЕ 
АЙ, Xl, = А, аб 
min f(X,! +a Sy= (ХЕ taS) 


第 一 步 送 代 到 此 结束 ， 经 过 沿 4 个 坐标 方向 及 说 S 方向 搜索 
GE n+1 К-Ж), Ш Х 到 达 Xni Хал 为 第 一 步 
搜索 的 最 小 点 。 

第 二 步 。 

1， 令 Хы- Жі), Ше» єз, elsen С; e, 及 S 
这 n 个 方向 进行 迭代 ， 这 里 用 S 代替 了 e, 方 同 《与 上 一 次 选 代 
中 目标 随 数 最 大 差 值 A 的 方向 对 应 )，S 方向 搜索 放 在 最 后 。 得 
Жуп ажа X. 重复 以 上 各 次 选 代 ， 最 后 洛 

Х,2- Х,= Х,2- X na 


方向 进行 第 n+1 次 搜索 。 

X,2- X 方向 与 Ха-Хо 方向 关于 О ЖЕ, 

2. КЖ ЕЕЕ ИШ) aa Хе 

Кы 及 X, САҚ ИД ПАНА» 

或 用 目标 函数 值 检验 Xu) -A(X <ð. 

如 果 是 n 维 的 一 般 函 数 ， 则 在 极 小 点 附近 ， 可 用 二 次 函数 近 
似 ， 因 此 上 述 共 辊 方向 方法 仍然 可 用 。 

正定 二 次 外 数 ， 应 用 共 辊 方向 算法 ， 具 有 二 次 终结 性 质 ， 所 谓 
келінін; АШАН РИМА EEEL КЖ 
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小 值 。 一 般 说 ， n EZAR, 从 任意 的 初始 点 X° 出 发 ， 经 过 
п 次 迭代 可 得 最 优 值 ， 最 大 选 代 次 数 为 no 
[Ë] 1] /‹Х)=1+х,‚,—-х„,+х,®+2х,® 


由 公式 fix) = K +dxi+exy+ cx +bx x, + ax 


= Қ + [d,e] | 


ж» 


1 (2а 5 Xi 
+—[x i, x2] . (5—30) 
2 |8 2c|| x; 


可 得 fOO=1+C'X+Xr0X 


аі Ы 


Ж Si=[1,0]7, S,=[0,1]7 


200 
5:705;- |1, | | | 
5411 
9 
= 1201| É 
1 


Si 上 与 S, HA Q З. 
Ж. [0,017 BR, Wk S, 方向 做 
一 维 搜索 得 a1* = =z. 
再 沿 95， 方 向 做 一 维 搜索 得 


аз* ж%, У(Х) =1+а aghat 2902 
Хі= Х%-о15), 图 5—31 
X? = X! + a, S, 
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0 1 0 
.或 хае Xt as tasa Е ЫҢ | 
к 4 


i ле 
274 


它 就 是 目标 函数 的 极 小 值 点 


1 1 
ж- — ышк, Бач 
РЕ 
(М 5-30. 


[ 例 2] Ж min /(х,,х,)=ўх,®+{х,®— хз -2х 
X°=[-2, ар 
第 一 步 选 代 ， 
к Su=[ | 方向 一 维 搜索 
min ОХ aS 1) = 2+ att 4-2+a) 
“t 


—2(-2+@а,) 
аі-4 为 最 优 ， Із Xi = (2, 4)7 


沿 Sa =[ ?| 方向 一 维 搜索 


min (Хи +а,5,) = 2а (4+ а4)% 204+) 4 
аҙ 


а„=—2, Х.і-(2, 2]” 
4 
1 
іш жал” 
5» Е 20 


W S, 方向 一 维 搜索 ， 得 最 优 步 长 as= - 
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Жақ | 
| ж 
5,2 = Й S, 2 = 
1 -2 
取 min fO X + aS) -2 [17 Ша.) 


ШЕ ) 52 
ае — —+@, РЕНЕ үу 


17417 17 
, 319 ‚ |26 26 
а 17” | -|8, е 


2 2 
3 (26 1 (26 
in (Хажа,5,9- 4 ада) += 20) - 
ср Е 1) 2 (а ге) 


26 26 26 
(т 8) ае) 


Т. 
_ 一 18 :_| 370 478 
ИТ) EN E Ен т | 
жюре е, ЖАКЫН. у. SSS 
I 289] уба | v 722+ 1682, 
. 9 
Ж шіп РХ, +a, Sa), 得 та, 
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Хах = [1, 117, ША, 


§ 5-9 单纯 形 法 


单纯 形 法 是 一 种 多 维 直 接 搜索 法 ， 是 求解 非 线 性 函数 的 无 约束 
极 值 的 一 种 经 验方 法 。1962 年 由 Spendley, Hext, Himsworth 2% 
AH, 1965 Ж. Nelder, Mead 两 大 加 以 改 进 。 

我 们 已 惫 所 谓 单 纯 形 指 的 是 К" 中 n+1 ТАЛҒЫН Pán 
E! 中 一 个 线段 (有 两 个 顶点} , E: 中 一 个 三 角形 ，Es 中 一 个 四 
面体 等 等 (如 图 5—32) 。 单 纯 形 法 多 维 搜索 寻 优 是 利用 单纯 形 的 


Х% 


(a) (b) 


图 5—32 单纯 形 


顶点 ， 计 算 其 函数 值 ， 按 一 定 舰 则 进行 探测 性 搜索 。 对 搜索 区 内 单 
纯 形 顶点 的 函数 值 进行 比较 ， 判 断 目 标 函 数 的 变化 趋势 ， 确 定 有 利 
的 搜索 方向 和 步 长 。 
二 维 单纯 形 是 最 简单 的 一 种 ， 下 面 以 二 维 为 例 说 明 这 一 方法 。 
设 有 一 个 二 元 二 次 函数 /(X)=CTX+41IXTQX, MPWA 
X° 开始 进行 搜索 ， 我 们 应 当先 构造 一 个 单纯 形 ， 令 a 点 为 初始 点 
X*， 我 们 可 以 沿 柴 标 方向 按 一 定 步 长 (一 般 取 a<2), 取 两 点 ! 注 


Ж, ШТАН: АЛЕ, ПСИ нің, 
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X;,=X°+a[l,0]”, X.,=X°+a[0,1]7, 


于 是 得 到 一 个 三 角形 абс САИ), И 5 一 33。 比 较 abc 
三 点 的 目标 函 煞 值 ， 轩 数值 最 高 的 点 是 最 差点 , ЕМЕН, BRER 
低 的 点 为 最 好 点 ， 记 作 工 ， 介 于 H 和 L 之 间 的 点 为 中 间 点 ， 记 
Жж с, КХо>КХо>/ҒХ,), WA 5 一 34， 显 然 最 差点 Н 
的 反对 称 方向 ， 和 目标 函数 值 会 有 所 改进 ， 也 即 可 以 作为 下 一 步 和 的 搜 


X2 Ха 
с ` 
е SR. `. 
А - | | 
ç 7% 
/ 
H ыс © 
“м 1 
TNS Lr 
Xt Xr, 
Р 5—33 ”构造 第 -- 个 单纯 形 A 5-34 CAL J} CEL 


的 反射 单纯 形 


ЖУН. БАҒ 为 中 点 作 平 行 四 边 形 ， 以 求 反对 称 点 (反射 点 
R, # H 去 掉 ， 得 到 新 的 一 维 单纯 形 СРІ,РАНЯҒ 
ЕЙ. КЕЗЕП 点 以 后 余下 各 点 GAL 的 “重心 "。GRL 
是 GHL 的 反射 单纯 形 。 

取 Х+=Ак+уү(Хк- Хн) (5—31› 

? 为 反射 系数 ， 根 据 经 验 一 般 取 » =1。 

页 Хк=ХЕ+АХк-Хи=2Хь-Хн 

下 一 步 是 对 新 单纯 形 的 三 个 顶点 G. R. L 计算 并 比较 其 函数 
值 。 如 果 Хо ХЮ) ЧК С 点 的 反射 点 K, 
形成 新 的 单纯 形 RLK， 再 做 计算 比较 ， 直 到 最 差点 与 最 好 点 的 也 
数值 的 差别 小 于 给 定 的 误差 为 止 。 
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总 之 ， 单 纯 形 法 不 必 计 算 梯 诬 ， 也 不 用 按 坐 标 方向 进行 一 维 寻 
优 或 按 固 定 步 长 寻 优 ， 它 是 不 断 地 进行 顶点 函数 值 的 计算 比较 ， 然 
后 用 一 个 新 的 较 好 点 代替 原来 的 单纯 形 中 较 差 的 点 。 坷 换 的 方法 除 
了 反射 以 外 ， 还 有 扩展 和 压缩 ， 下 面 我 们 来 讨论 这 些 方法 。 

1. 三 角形 HGL 中 景 差点 H 的 反射 点 R 求 出 以 后 ， 如 果 
FXO FX), MHEARA L 的 日 标 函 数值 还 小 ， 说 明 沿 
ЕК 方向 搜索 是 正确 的 ， 可 以 请 这 个 方向 大 步 向 前 ， 因 此 得 E A, 
如 图 5 一 35。 


Ж Хк=Ак+а(Хь-Хн) (5—32) 


2 为 扩展 系数 (一般 取 a>, 例如 a = 

1.2~2) a 
жИХӘ< ҒО лан 
有 利 , 用 五 代替 Р, ААС. 

СХЕ) Хв), ЖГ 
展 不 利 ， 仍 取 单 纯 形 GRL, 

‚ 2. 如果 J(Xr)>f(Xa), ЫП R 点 函数 值 比 原单 纯 形 中 的 
НІНЕ, “ж R 取得 太 远 МЛ RP 方向 压缩 ， 设 压缩 
到 5 点 ， 见 图 5 一 35。 取 

Х<=ХЕ+В(Хк- Xr) (5—33) 


8B 为 压缩 系数 ,一 般 0<8<1, 可取 8=0.5 或 0.25~0.75。 
з. ЖР 点 比 原来 最 差点 《 H K) WEE, (X> 
f(X#H)， 则 应 压缩 更 多 ， 新 的 点 S 位 于 HF >. 2 


Xs = Хк P(XF- Хп) = X=+ PX- Хр) 


4. 如 果 沿 JIR 方向 所 有 各 点 S 的 函数 值 均 比 ТЇ 点 大 ， 即 
(5s) 之 (XH)， 则 说 明 不 能 沿 F 反射 方向 搜索 ， 这 时 应 进 
4226. 


ІІ 5 一 35 PE A 与 | 
缩 点 5 


行 单纯 形 缩 边 ， 即 以 最 好 的 点 L 为 基 
点 将 GHL 三 角形 缩小 一 半 得 C77'L.， 
《图 : 5—36) 。 再 以 此 新 的 单纯 形 用 上 
述 方 法 寻 优 。 图 5 一 37 表示 单纯 形 法 寻 
优 的 例子 。 读 者 可 顺 着 数码 搜索 一 遍 。 
上 述 几 种 方法 即 扩展 、 压 缩 、 单 纯 
形 缩 边 统称 为 单纯 形 加 速 ， 原 则 上 同样 
适用 于 ”= 维 的 情况 ， 只 是 s 维 单纯 形 有 — - 
nti 个 顶点 ， 计 算 工 作 量 更 大 。 图 5 一 36 ”单纯 形 缩 边 
每 次 迭代 得 到 新 的 单纯 形 后 都 要 进 | 
{ҮКЕ З, ЕА 2 
2 
| 1 SIX) ~ ХЫ Е 


ntl 
Ç 


19 5 一 37 БӘРЕ 
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Хк 8% Хн (RAR 以 外 其 你 n TAR “>” „ е>0 为 预先 
给 定 的 。 

单纯 形 法 也 要 经 过 很 多 次 选 代 ， 这 种 方法 只 适用 于 п<10 的 请 
й. | 

n 维 人 情况 下 单纯 形 法 的 计算 步骤 如 下 ， 

(1) 计算 w+1 个 单纯 形 顶 点 的 函数 值 /СХ.), іс0,1,-4,п, 
比较 各 顶点 函数 值 大 小 ， 决 定 最 差点 H 与 最 好 点 L. 

f( Xu) =maxf(X;), 


Ху = minf (Xi) 


экз С, ХО 为 除 H 点 以 外 其 它 个 函数 值 中 
的 最 大 者 。 

(2) 计算 除 H 点 以 外 ”个 点 的 重心 点 F, In ARE Xo 
Xis "e X is Хна Хез “з, Хк 


Хк=--®‹(Х,- хы) 
iwa 0 
RHR Р 
ХалХевжу(Хр- Хн) =2Хк- Хн (F y=1) 
(8) Ж СХ) f( Xc), WITEN, 4 
Хѕ= XrF+A(XR- Хы), 0<4<1 


转 (5), ЖШ, З РСХА < СХС), #6 (4), 
4) 进行 扩展 ， 令 


XE= Xpta(Xr~ Хн), a>1 
ШЖ РОХ) < СХ), 令 Xs= Хе, 


否则 令 Х-Ар, 
228" 


(5) ЖОХ) СХС), ЖЧ Әй S, HMRC ЖЖ 
成 新 的 单纯 形 ， 重 新 确定 Ir. L 和 С 点 ЖЕН (2) 及 (2) 
以 后 各 步 ， 否 则 转 〈6)。 

(6) 进行 缩小 单纯 形 ， 今 
X =(X;+ Жі0/2, í Жа L 点 以 外 的 各 点 。 然后 重新 开 
ж, ВНЕСЕ УЕ. 
НААР ВА А В I F E. 
СХ) = (х1+ 10x3)? 50: 9) + (xa 2х) +10051 04 
最 优点 应 为 Х* = [0,0,0,0]7 
БА у РСХА) - РСХА) 1078 


初始 点 (Х°)Т FCX?) РХ) BRAA 
[—0.1,0.1,0.1,0.1] | 0.8261 | 0.34818 x107” 111 
[1, 1, 1, 1] 1220 0.110541х1077 | 14% 
[1, 5, —4, 4] 32292 | 0.619831х107% | 145 
(8, -5, 10, -9) 1229400 | 0.571952 x107" | 80 


(Б, -5, -5, -5] 102650 0.233178 Х107" 193 
алл 


RD-11 小 型 机 近代 100 次 约 需 18 9. ВЕЛКЕ. 
采用 正 单纯 形 原则 ， 即 顶点 间距 离 取 为 1 。 


5 5-10 随机 搜索 法 
随机 搜索 法 利用 隧 机 数 寻 求 极 小 点 。 因 为 多 数 计算 机 程序 库 电 


”有 随机 数 发 生 器 ， 所 以 应 用 这 种 方法 是 很 方便 的 。 下 面 介绍 几 种 应 
用 较 多 的 随机 搜索 法 。 
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一 、 随 机 跳跃 


设 问 题 是 要 求 f(X) HiME, ХЄ Р", 
LXU, іс1,2,--,П 
AP Н 及 u 为 变量 x, 的 上 下 限 。 
应 用 随机 跳跃 法 ， 首 先 产 生 若 干 组 随机 数 ro reses a XÉ n 
个 数 在 0 和 1 之 间 均 匀 分 布 。 应 用 每 组 随机 数 求 X; 


аста rhtrit -1) ` 


жа | L, + r (u; — l2) 


: | : 
ІШ 


Xal ытта 1) 


并 计算 SO, RERIN д Кі НЕ 0А, W 


随机 数 | % т: 目标 函数 

f: т» хіт-10ғ20ғ хас -10--20ғ; fO X) 
0.12606 | 0.63946| —7.47887 2.78913 67.65904 
0.42469 |0.84082| -1.50612 6.81649 · 22.14585 
0.33082 !0.86722| -3.38357 7.34448 | 16.40928 
0.29605 | 0.69995] -4.07903 3.99909 8.56712 
0.47964 10.51831| -0.40723 | 0.36612 | -0.60582 
0.42872 |0.60919| -1.42552 | 2.18379 ! -1.00223 
0.43523 | 0.57343) -1.29534 1.46852 -1.05596 
0.43380 |0.59430| -1.32398 1.88601 -1.14119 
0.44137 | 0.589011 -1.17266 1.78015 -1.20863 
0.44690 |0.57240| -1.06193 1.44792 — 1.23317 

实际 最 优 解 | -1.00000 7 1.50000 -1.25000 
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最 小 的 OO 就 是 所 求 的 最 优 值 。 
[ 例 ] 用 随机 跳跃 法 求 


ті }(Ху=х—х;+2х,*+ 2х,х+ w 


设 -10<х;<10, i=l, 2, 


Ж. ОУЕН. АЙЛ МЕЛІ НЕН ЖИН, Ву 0 Ву Ж 
《共产 生 了 10000 组 随机 数 ) 。 

虽然 随机 路 此 法 非常 简单 ， 但 对 变量 数 很 多 的 问题 并 不 实用 。 
只 少 当 不 演 虚 计算 效率 时 才 应 用 这 一 方法 。 更 有 效 的 方法 是 随机 走 
步 法 。 

二 、 随 机 走 步 法 


这 一 方 计 的 基本 思想 是 产 和 下 点 列 Xx, Ха, а, a, 第 k+1 
ЖАН Bj PA H А ЗААР. 
Xu = Xt + AU" 
4 为 步 长 (标量 )， 忆 ”为 第 六 步 产生 的 单位 随机 向 量 ， 单 位 随机 向 
量 的 定义 为 


ЦӘЛІ-і 
ЖИЕН тї, rores ra 为 区 间 [-1, 11 内 的 一 组 随机 数 。 
具体 步骤 如 下 
从 初始 点 X 开始 ， 函 数值 f,= СХ), 
和 迭代 次 数 kal, 
产生 一 组 随机 数 〈( 个 ) ， 形 成 单位 随机 向 量 О. | 
设 定 初始 步兵 4， 求 新 的 目标 函数 值 fO X + AU) = Fio 
比较 fo 5 Л, Ж fifo, 2 X's X'+ AU, fi= fo, 
* 281 ° 


л > % N н 
` . . + . 


重复 第 3~5 J. ЖОл>)/), ЖЕЖ 3-5 P. Ж R=R+1, 

6. 如 果 选 代 次 数 已 经 很 大 ， 还 不 能 得 到 较 好 的 点 ， 则 减少 沙 
长 1， 令 1 = 了， 回 到 第 3 步 。 

7. 如果 到 第 k 步 ， 步 长 А 已 减少 到 小 于 е (е 为 很 小 的 正 
数 )，、 但 是 还 不 能 改善 函数 值 ， 则 取 X: 作为 最 优点 ， 并 且 停机 。 
Ф] min }/(Х)=х,—-х„+2х%+2х,х, + х;* 

设 初始 点 Xe= | 9 |]， 初 始 步 长 4 =1.0， 并 取 e=0.05, Ж 
代 次 数 N = 100。 

解 ， 下 表 列 出 一 部 分 计算 数据 

жок | хәл во |ОҚУ k 


1.0 | 一 0.93696" 0.34943 | -0. 06329 
1.0 -1.15271 1.32588 | -1.11986 | 以 后 100 ЖҚ 
ee 201 МИЕНА 
0.5 | -1.34261 1.78800. -1.12884 
0.5: ~1.07318 1.36741 -1.20232 同上 
0.25 —0.86419 1.23025 -1.21362 试验 4 次 
0.25 :一 0.86955 1.48019 | -1.22074 试验 2 次 
0.25 -1.10661 1.55958 | —1.23642 试验 8 次 
0.25 —0.94278 1.37074 | -1.24154 试验 30 次 
0.25 -1.08729 1.57474 | -1.24222 WEEK 
0.25 -0.92606 1.38368 | -1.24274 试验 50 次 
0.25 ү -1.07912 1.58135 | -1.24374 以 后 100 次 近代 
е x эз 未 能 减少 函数 值 
0.125 -0. 97986 1.50538 | -1.24894 > 同上 
0.0625 ` | Аа-аа 
0.03125 | | A<, е-0.05 
、 | 停机 


4292» 


— 0.97986 


最 优点 х.) | fO X*y= – 1.24894, 


1.50538 
+] 


三 、 随 机 走 步 法 的 改进 

前 面 所 述 的 随机 走 步 法 采用 固定 步 长 。 如 果 沿 某 一 单位 随机 方 
向 U* ,试验 是 成 功 钓 ( 则 目标 函数 值 减 少 ，， 我 们 可 以 继续 利用 
这 一 方向 ， 或 震 沿 该 方向 加 大 步 长 进行 搜索 ， 或 者 求 最 优 步 长 ， 


令 f, a = 人 十 AU) 
= min }(Х*+ 4,07%) 
2ь 
MII | Вы Xh + Ag8UA 
这 样 就 改进 了 随机 走 步 法 。 


四 、 随 机 搜索 法 的 优点 

1. 即使 目标 函数 在 某 些 点 是 不 连续 的 和 不 可 求 导 的 ， 随 机 搜 
索 法 仍 可 应 用 。 

2. 当 目 标 消 数 有 着 于 个 局 部 极 小 点 时 ， 随 机 搜索 法 可 用 以 求 
全 局 极 小 点 。 

3. 由 于 目标 函数 急剧 变化 以 及 其 它 原因 使 各 种 寻 优 方法 均 失 
败 时 ， 随 机 搜索 法 仍 可 应 用 。 

4. 随机 搜索 法 可 应 用 于 最 优化 问题 求解 过 程 中 的 早期 阶段 以 
确定 全 局 极 小 值 所 在 的 范围 ， 一 旦 找到 这 一 范围 ， 则 可 用 其 它 更 有 
效 的 方法 精确 确定 爹 局 最 优点 。 

小 结 
1. 一 维 搜索 可 用 插值 法 或 区 间 消 去 法 。 区 间 消 去 法 中 有 
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Біһолассі 法 和 0.618 法 ， 两 者 均 可 应 用 于 不 连续 函数 的 最 优 值 搜 
索 ， 方 法 简单 。 二 次 播 值 法 比 Fibonacci 法 更 为 有 效 ， 三 次 插值 法 
虽然 收敛 性 好 ， 但 是 要 计算 函数 的 导数 ， 比 较 复 杂 。 

2. 只 需要 计算 函数 值 的 息 山 尘 是 一 种 较 简单 的 多 维 如 优 方 - 
法 ， 对 一 个 函数 了 解 得 越 多 ， 就 可 以 得 出 寻 优 的 更 有 效 算 法 ， 但 是 
为 了 得 到 更 多 的 关于 目标 晃 数 的 信息 ， 却 需要 大 量 计算 工作 (如 梯 
疾 、 二 阶梯 度 等 ， 工 作 量 太 大 时 ， 我 们 宁愿 要 一 些 效 率 较 低 而 计 
算 量 较 少 的 算法 。 

з. 风 山 法 中 最 有 效 的 是 具有 遵循 次 线 搜索 性 质 的 算法 ， 如 步 
长 加 速 法 、 单 纯 形 法 等 ， 这 些 帮 属于 经 验 法 。 共 志方 向 法 比 各 种 经 
验 靶 优 越 ， 它 具有 有 二 次 收敛 性 质 。 

4. 应 用 限 下 法 时 ， 如 果 对 日 标 因 数 进行 一 定 的 处 理 ， 如 设法 
消去 变量 问 的 相互 影响 〈 用 >ах 的 形式 ) ， 选 择 变 量 使 目标 轩 


数 等 高 线 ( 面 ?近似 为 圆 (或 球面 )， 用 近似 的 二 次 型 代替 原 函 数 等 等 
都 可 坎 显著 减少 搜索 计算 工作 其 和 碗 代 次 数 。 一 般 处 理 得 好 ， 计 算 
落 数 值 次 数 约 与 独立 变量 数 ”成 正比 ， 和 弄 得 不 好 ， 可 能 会 达到 n 


习 Ей 
1. а, Ш Fibonacci 让 和 0.618 法 在 10 ХА ЛИУ 


Ls 


b 、 设 要 求 5= 子 <3%， 求 上 述 两 种 方法 的 渤 代 次 数 。 


2. 用 Fibonacci 法 对 СХ) = (х- 5) 航 小 值 搜 索 三 次 。 

W із-(0,10, 计算 每 次 搜索 的 24. А, 及 FAD, 
РСА), Lro 

[tE]: 如果 出 现 /(A f), MERA Ate 作为 一 个 边界 
H, £=0.01, 

注意 选 代 公式 中 Fna 下 标 n= RR+ 1。 
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з. 用 抛 物 线 插值 法 求 min /(х)=е*-15% (LORRA) 。 

设 取 x,=i}，x。=2，x。= 3， 将 求 得 结果 与 实际 极 小 值 x* Ж 
行 比较 。 | 

4. В СХ) = 2х2. 6x  Е2хіх; 52х153х,-53 

ЕСО КЕСУ +ЕХТОХ, 

| m =£ P i= (1,07, R5 P: AA О ЕУІ. 

5. je iü R ХОХ 极 小 值 。 | 


о=[11] ха, ыт 


证 明 第 一 次 沿 (- 1, 0) 方向 搜索 ， 第 二 次 沿 Q@ ЈЕНЕ 
素 就 能 在 (0, 0) 外 得 极 小 值 。 
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Жуу ”多 维 无 约束 最 优化 问题 的 数值 
计算 法 (以 梯度 法 为 基础 的 方法 ) 


本 章 介 绍 的 数值 计算 方法 求解 无 约束 最 优化 问题 ， 不 但 要 计算 
且 标 蚁 数值 ， 而 且 要 计算 目标 消 数 的 一 阶 或 高 阶 导 数 ， 因 此 都 是 以 
梯度 法 为 基础 的 ， 其 中 包括 最 速 下 降 法 、 жалыны, Рі, ДЕЗЕ K 
变 尺度 法 等 等 。 慑 后 再 介绍 高 斯 -牛顿 最 小 二 葬 法 。 因 为 求 出 了 目 
标 尔 数 的 梯度 以 后 ， 使 求解 问题 时 已 知 的 信息 更 多 ， 因 而 这 类 方法 
比 直接 搜索 法 更 为 有 效 。 


Š 6-1 КЕНЕ ОВЕ) 


ЖЖЖ F Erik k Н НК А ë HE z ТИЕ ДЕЕ ННВ 
方向 。 按 负 梯 度 方 向 搜索 函数 极 值 的 方法 早 在 1847 年 就 已 由 
Cauchy 提出 。 应 用 最 速 下 降 法 迭代 计算 时 ， 每 步 都 是 沿 负 梯 度 方 
向 取 最 优 步 长 ， 内 而 这 种 方法 也 可 称 为 最 优 梯 度 法 。 应 用 这 人 一方 
法 ， 使 得 目标 函数 值 在 开头 凡 步 下 降 最 快 。 最 速 下 降 法 比较 简单 ， 
但 它 只 用 了 一 阶梯 度 的 信息 以 确定 下 一 步 搜 索 方向 ,因此 收敛 较 慢 ， 
越 是 接近 极 值 点 收敛 越 慢 ， 这 是 它 的 主要 缺点 。 因 而 人 们 后 来 又 发 
展 了 许多 收敛 较 快 的 算法 ， 如 共 箔 梯度 法 、 变 尺度 法 等 等 。 但 是 最 
速 下 降 法 是 许多 有 约束 和 无 约束 最 优化 方法 的 基础 。 而 且 在 开头 多 
步 应 用 这 一 方法 常常 是 很 有 效 的 。 下 面 先 介绍 这 种 方法 的 基本 狐 念 。 

一 、 梯 度 和 梯度 方向 

一 个 非 线 性 隙 数 /сХх» 的 梯度 定义 为 
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ЖЕЛЕ 521 
v= х» 


这 是 一 个 n 维 向 量 。 


дх, ° дх, 


РЫ 
ОГ аы 221 (6—1) 


最 速 下 降 法 是 以 负 梯 度 方 向 作为 搜索 方向 的 ， 令 梯度 向 量 P = 


VfX)， 梯 度 方 向 的 单位 向 量 为 
VIX) 


IFO ПУЛС 


梯度 方向 S 也 就 是 函数 的 法 线 
方向 《如 图 6—1) 。 负 梯度 方向 为 
= и 

МАО 为 梯度 VON 的 
范 数 ， 

IVAX) = 


М0) 080) 
因为 梯度 与 函数 的 等 高 线 是 相互 
EEH ， 因 些 沿 梯度 方向 X) 值 


(6—2) 


АЖУА 
жалы 


Хэ 


ға” 


ІҢ 86—1` ЖУА 


增长 最 快 ， 反 之 沿 负 梯 度 方 向 1(X) 值 下 降 最 快 。 


[和 


(а) /(X)——2x) +a (b) ЖХу-аЙ 2а T3a ` 
图 6-2 ”梯度 方 应 
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ІЗІ 1) 
ТТІ? [|= 


梯度 ҰО |72) |597 Па (-—2)#+1* 


梯度 方向 单位 向 量 


显然 梯度 垂直 二 直线 函数 /СХ), ME 6—20, 


— 


=w 5 


[ 例 2] 求 函数 (wi,xz) = xi2+ 2xix t 3x 在 X" = (2,1)” 


点 的 梯度 


2x1 + vd 
2X1 十 6x; 


vroo=| 


在 X° -| | | 2160Ж = К ПУХ = 7136 ， 


梯度 方向 已 =| 总 |， 图 6 一 28 中 画 出 了 该 梯度 方向 向 县。 梯 放 


方向 单位 向 量 为 


1 |É 
97136 |1012 


对 非 线性 函数 ， 某 点 梯度 方向 与 该 点 切线 相 垂 直 ， 在 Хе), 


БАЙКЕ VIX, алюмин S- УСЫ 


17466975 


不 同 点 的 梯度 方向 是 不 同 的 。 
下 面 列 出 几 种 常用 函数 的 梯度 公式 ， 


х Хх) аСТ 
УХ) =С 
о) СХ) = XT X 


= 2384 


FFX) =2X 
(3) Р) ХОХ, Q 为 实 对 称 矩 阵 。 
TIX) = QX 


(4) Г) К+С'Х+2Х'9Х, С Жый, К 为 党 


数 ，Q 为 实 对 称 阵 
V/f(X)=C +O X 
二 、 最 优 梯度 


洛 圆 的 负 税 谋 方 向 -- 步 达 最 僧人 任意 二 次 函数 辕 定 步 长 沿 负 梯 反方 认 达 和 代 
[| 6--3 图 6—4 
如 果 国 数 的 等 高 线 为 恩 ， 则 半径 与 各 等 高 线 是 垂直 的 ， 也 即 半 . 
径 方 向 就 是 梯度 方向 ， 从 任 一 点 X° 出 发 (如 图 6—3), АЖ 
度 方 向 ， 选 择 合适 的 步 长 ， 一 步 可 达 最 优点 。 第 k+1 ЖКН 


Ха ХНАУ = Xt + À P (6-3) 
上 式 表示 从 K 点 出 发 沿 梯度 方向 ， 到 步 长 参数 为 4， 下 一 步 可 到 
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达 A, CREMAR AP 为 负 , 求 极 大 值 时 АР* 为 正 )。 

(6-3) 式 也 可 以 写成 

= (8-4) 

ЖЕ а= АПУС), ЖЕЛМЕН a S* 为 负 。 

St 为 (从 X 出 发 的 单位 梯度 方向 ， 称 为 搜索 方向 。 

对 于 任意 二 次 函数 ， 设 1(X) = xi*+2x22， 和 如果 选 固定 步 长 参 
数 ， 例 如 ，4 =4， 从 Xe= [4，4]7 Fih, ÆT 3 步 以 后 ， 目 标 函 
数值 反而 上 升 ( 见 图 6 一 4) ， 这 一 例子 启发 我 们 ， 沿 负 梯 度 方 向 
搜索 函数 最 优 值 ， 当 远离 最 优点 时 ， 步 长 要 大 ， 当 接近 最 优点 时 ， 
步 长 应 当 减 少 。 | 

21. RATB АРЫ 
O BARRED MERS KERR РОА R ERARA TF 
降 法 《最 优 梯 度 法 ) 。 这 种 方法 要 求 每 步 计算 一 次 量 优 步 长 ， 使 每 
走 一 步 目 标 函 数 下 降 最 多 ， 显 然 用 最 优 梯度 法 计算 ， 工 作 量 要 大 ， 
比 辕 定 步 长 增加 了 一 维 寻 优 的 过 程 。 

Ë: (6—4) 式 可 得 


fp Ға +a Sh) (6—5) 

пж 5* 方向 求 使 AXED 为 最 小 的 步 长 a, 
піл) = minf(X*+aSt)=f (X> наё) (6—6) 
人 (6—7) 
求 最 优 步 长 时 ， 是 对 函数 fO Xs) 求 极 小 ， 步 长 a 为 变量 ， 


因此 这 是 一 维 搜索 问题 ， 可 以 用 上 一 章 讲 的 任 一 种 一 维 搜索 方法 计 
算 。 


[ 例 ] ЯЖ /(Ху=х,®+25х,#, Ж min f( X) 
„ 240, 


用 最 优 梯度 法 求 最 优 步 长 。 


0- Т 2х, А | 

Wl мууз = ,f (X) = 104 
50х;| 1100 

X1= X° + aS, 

) (4,100)7 

СХ Susa (0.03997,0.99917 


х2-2-50.04а0, xv =2 +a 


JAX) =(2+0.04a)?+25(2+a)? 
见 这 是 单 变量 函数 ， 现 在 用 解析 法 求 AXD 极 小 的 条 件 ， 


4009 20, 202 +0, 04а)0.04+50(2+а) =0 
最 优 步 长 а%-а?-2.003, H ХІ- X°- S’, 
可 得 Х:-(1.92, -0.00317 

从 [2,2]” BR, W — 5° 方向 走 一 步 ， 选 最 优 步 长 а°= 
2,003 . 则 达到 新 的 点 Xto /СХІ)-3.69, 

由 此 可 见 ， 目 标 函 数值 原 为 /‹Х°%)=104, 4-59 方向 走 一 
PA f(X!) = 3.69， FEHER. 


下 表 列 出 迁 代 三 步 的 计算 结果 。 


І 
хі | х2 | fX”) 
ов 始 点 | 2 | 2 | 104 
=2.003 1. 92 ` — 0.003 3.69 
асн -0.07 | 0.07 0.13 
аз-0.07 0.07 0 | 0.0049 
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按 固 定 步 长 2 =1， 刘 用 下 降 法 选 代 五 步 的 计算 结果 如 下 者 


n ха = | YAX | хә 

1 — 1.96 | 1 ү [3.92,50] © 28.816 
2 ү 1.88 2 | Сузы 
3 | oss O Urol — оли 
4 -оа? ЖЕ к ШІ 

5 0.88 | o И [1.76,0] | 07744 


可 见 按 固定 步 长 ， 若 步 氏 “取得 小 ， 收 敛 慢 ， 计 算 次 数 多 。 但 
# e 取得 大 ， 则 在 极 值 点 附近 来 回 振荡 ， 而 最 优 梯度 法 收敛 较 快 ， 
三 步 即 接近 极 值 点 。 

2. 最 优 步 长 的 确定 

对 于 任意 函数 РОХ) 在 X: 点 展开 成 泰勒 级 数 ， 取 二 次 近似 
可 得 


fO = ХӘ” ХОАХ» FAX AAX (6—8) 
AX= X. X 


Ж А= 3270) 为 Hesse 
Ф Хе Х%жа5%, AX =aS*, St 为 单位 向 晤 ， 代 入 得 


қо @5*у= f ( X1) в7/(ХӘа5% 5 (а597 Аа Sh 


(6--9) 
4242. 


上 式 对 «Жї, 
dK) шу, суту Х+у55 + (55у ASta =0 


аа 


г кус | 
Ж == -VSR RREK) (6-і 
[ 例 ] 


He 5 X: O X 


Жу, қ Кө =й, s ga. ӘХ 
AAS = (0) N f (KX!) , ПОХ] 
ҚА (6—10) 式 ， 最 优 步 长 
Жыз - ОХО?) у V 
ШЕГЕР «ПОЛОНЫҢ 
或 ох] (6—11) 
АОК" Е 


如 果 在 (6—8) 式 中 令 XH = ХАР ЩА, Рух?) 


руа ХӘ (POTAPA PUT ЖАРУ 


АСАХ) Му, с (POrPt= – АЖОРЮТАР# 


da 
最 优 步 长 参数 为 ; 
КЕТА О О 


POIACPS)  VTfOXD AV f CX) 
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[BJ] 


7406 = X 2 + 2ху%, + йа 5 ХОХ 


ач 


. 1 
x=] | “ХХ 
一 2 


ч 

-6 

ША X 到 X*'! 的 最 优 步 长 参数 为 
oa] Q a 
“Casa pE 9" 


3. 最 速 下 降 法 〈 最 优 梯 度 法 ) 的 特点 
最 优 梯度 法 前 后 两 步 和 迭代 的 搜索 方向 相互 正 交 。 


[证 明 ]， 
”对 二 次 型 函数 
кы ОХЛ*_ 
5 тоъ 
`7/(Х* у= ОХ = 0(Х*+а5*) 
2 к ОХ Бы 
-о(х * 82.) (6—12) 


Sh 与 59 正 交 ， 则 应 满足 
(55 SeD =0 或 [V/OX97/CX:=0 (8—13) 
将 (6—11) 式 所 得 at ЖА (8—12) Ж 
XF T z yè 
744040 ох 00го 
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ГИ САУСА 
= еукуг „_ (Х*)ТО°Х* meyal 
=(X%"Q| ОХ O GUS 9 x| =0 
ҢІ (6—13) 式 得 证 。 
[证 毕 ] 
对 于 一 般 函 数 也 可 证 明 最 优 梯度 法 前 后 两 步 梯度 是 互相 稚 直 
i Ч. 


[证 明 ] 
аж BSX) _ Ә/(Х*+а5*%) _ 
已 知 сыйса ja = 
k 
g 2/СХ"+а5°) ә(Х*+а5*) = ү X: +a Sy. Ss 


Ә(Х* + a Sh) да 
= Vf (XN). S*=0 


ШЖ k+l 步 的 梯度 与 第 步 的 搜索 方向 St ЕҚ. (ҢЫ 6—5), 
或 《3%， VAX) =0, 而 5* ЛЕН АУА P EE; ІН» 


жаі 步 梯度 与 搜索 方向 St EE 
图 6—5 
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三 、 最 速 下 降 法 的 收敛 性 | 
O 当 到 达 极 小 点 X* 时 ， 函 数 梯度 应 为 零 , 97/(Х%-0, КІШ, 
如 果 下 式 成 立 ， 则 算法 是 收敛 的 : 

lim TNX) = 0 


һ—э со 


因此 最 速 下 降 法 可 以 用 以 下 一 些 收敛 判 据 作 为 选 代 过 程 结束 的 
ЖБ; 
Каб ададе. 


ао ГСК а 

(2) AER Faqus aa \ (6—14) 
дх, | 

(3) (Хен _ Xt ЕТ? 


гі» Ez, Ға 都 是 很 小 的 正 数 。 
将 梯度 函数 VAA + AX) 在 .XX 点 展开 成 泰勒 级 数 ， 取 一 
次 近似 ， 得 


VI(X+A Х) = ух) + ААХ (6-15) 
роху 2° Хә 
式 中 A= Vf CX) = 


在 最 优点 附近 AX = X* - X* 
H (6—15) Ж, V/(X*)=7/f(X1)+ AXE- ХА) =0 
TEX = - А(ХЖ- ХӘ (6—16) 
又 已 知 
ім- Үй кс Yk at f (XE) 
ОРИ Соу 
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-AA T 


К h k 
i X*_ хн ys ук CVI 
MI X= TFE] 
{ойыр om 


Н (6—17) ATE, Жегі HERRE 〈 离 最 优点 之 差距 ) 
与 第 及 步 逼 近 误 差 成 正比 ， 亦 即 最 速 下 降 法 按 线性 收效 ， 因 此 收敛 
是 较 慢 的 。 (6 一 17) Жр] ЖАУ 

定义 收敛 速率 : 


li: ХА XF 
[же >, = у (6—18) 


b ЖЕН, у Эй, Хг ХЖ (6—17) 式 可 知 最 
RERS p=1， 以 后 可 以 证 明 二 次 梯度 法 (牛顿 法 ) p =2。 称 为 
к, 

[ 例 ] 


РОХ = 了 ArQX 
-1 0 

Газ 
0 100 


- 1 0 жі 
улоо =x =| | | 
0 1001) x: 


这 是 一 个 双 曲 函数 ， 极 值 点 X==| |], 函数 极 值 схе) = 0。 


-1 01/0 0 
SSS |+] | 
0 100) 1 100 
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0 
ПОХ = 100 Е өзе 


PA 


-1 0 0 
ус ху = 工 [0， taz] | езана 
2 0 100] і+а 


Хіс Х%жа5%т- 


Ша--іҚ , ЖХу-о, ЖЕ СХ) 的 最 优点 ， 可 见 取 
步 长 为 -1， 从 X°= [0，1]7 出 发 ， 一 步 可 达 极 值 点 。 应 用 最 优 
步 长 公式 ， 可 以 证 明 ， 如 果 二 次 函数 f(X)= CTX+ > ХОХ, 
Q 是 正定 的 ， 则 用 最 优 梯度 法 ОХ) 总 小 于 ХО, ПЖ 
ХС Н. 

例如 ZCX) = x2+25x2, ЈА [2, 2]” Ш, Э а= 
2.003, а: =1.85, а2=0.07 X i wF К, HM E8 2& fE Ikk 29 
f(X°)=104, f/(X1)=3.,69, /(X2)=0.13, 

ШТА А Ж KETER, 一般 容 易 理 解 为 最 理想 的 


(а) 只 标 函数 接近 圆 (b) НЕЕ (с) 目标 函数 为 本 图 、 长 半径 
比 短 半径 大 得 多 
% 6—6 ЖЫН КРЕК ЇЇ НУ ЖЖ 
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搜索 方向 ， 实 际 上 不 是 这 样 ，X^* 点 的 负 梯 度 方向 -У ХОН 
在 X* 点 附近 才 有 最 速 下 陈 性 质 ， 因 而 是 局 部 最 优 ， 不 号 全 局 最 
优 。 对 于 某 些 函数 ， 最 优 楷 度 法 收敛 是 很 慢 的 。 

目标 函数 接近 于 圆 时 ， 如 图 6 一 6(a)，1 一 2 HHT 3А Ж 
优点 ， 目 标 函 数 为 悄 园 时 ， 如 图 6 一 6(5) 可 能 要 很 多 步 达 最 优点 。 
ЖЕНЕ НЫ, ЕТЕ АЕ n £ ШАН ЫН 
点 有 关 ， 见 图 6—6) ЖЕНА а, ШИЛ: ЛШ E, ШЕ 
优 筝 度 法 一 步 指向 最 优 ， 如 果 初 始点 为 上 ， 即 不 在 氏 短 轴 上 ， 则 要 
БЪГ, FAJLS, TERR, REIRES, kA 
458, EAR 6-6(с) Г, ЖЕ RARD 却 一 步 达 最 优 。 
因 下 对 这 -一 类 函数 应 当 有 男 外 一 些 更 好 的 搜索 方法 。 

对 于 多 峰 汞 数 ， 随 着 初始 点 的 不 
|] (如 图 6-7 中 a.c щщ), КЕЙ 
于 不 同 的 局 部 最 优点 ， 这 是 因为 最 
梯度 法 只 用 了 局 部 梯度 信息 。 如 业 初 
始点 为 8 ， 很 可 能 收 做 于 蒂 点 。 

总 的 来 看 ， 最 优 梯度 法 对 十 开局 
是 有 利 的 ， 可 以 帮助 我 们 较 快 接近 最 
优 解 ， 但 是 用 作 收 局 是 不 利 的 ， 因 此 
应 当 与 其 他 方法 结合 使 用 ， 从 而 有 利 
于 搜索 。 例 如 于 局 用 最 优 梯 度 法 ， 收 
局 用 牛顿 法 ， 称 为 混合 算法 。 OA X° 出 发 的 开头 几 步 近代 
称 为 开局 ， 接 近 于 极 值 点 的 最 后 几 步 迭代 称 为 收 启 ) 。 最 速 下 降 法 
《最 优 梯度 法 》 程序 框图 如 图 6 一 8。 

收 敏 性 判 据 为 ; 


На = ПУА Ц е 
СХА) f ( X°) < 


ІҢ 6-1 21р 
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e 及 n 为 预先 给 定 的 正 实数 。 


给 定 e т СЕ" 


(7-0, 7»0) 


k 
计算 g= Q| (XF), SE= 7551 


та 
ХЕЛ 


图 6-8 Ж СЕВЕ) 程序 框图 


56-2 Ил PM Ж 


Фило, а, аа O 的 局 部 极 小 点 ХАТ 
述 必 要 条 件 


g(X*)=wW f(X*)=0 


上 式 表示 "个 非 线性 方程 组 ， 求 解 这 一 组 方程 可 得 X*。 因 此 
一 种 求 /ХХ) 极 值 的 方法 是 求解 上 述 非 线 性 方程 组 。 
求解 非 线性 方程 组 的 最 古老 方法 是 牛顿 法 。 丫 顿 法 的 基本 思想 
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Ж: БАЖА ШЕН Х*, 2 X 为 航 小 值 点 Х* [у А 
次 近似 , 在 Х* 点 对 非 线性 方程 VIX) =0 作 线 性 化 ， AAR 
勒 级 数 展开 式 取 一 次 (线性 ) 近似 。 由 此 可 以 求 得 ХА 的 近似 计 
. 算 公 式 ， 经 过 一 系列 的 选 代 ， 在 一 定 条 件 下 可 以 使 点 列 X', Ж, 
"ә Хен 收 敏 于 最 优点 ХУ, 

拟 和 牛顿 法 在 某 种 意义 上 可 看 作 是 牛 上 顿 瘟 的 近似 方法 ， 它 是 在 牛 
顿 潜 基础 上 的 一 种 改进 算法 。 改 进 方法 不 同 ， 得 到 不 同 的 拟 和 牛顿 
法 。 以 后 将 要 介绍 的 变 尺 度 活 就 是 一 种 拟 牛 顿 法 。 | 

тазала лет, ЕЕ TAE. 
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牛顿 法 又 称 二 阶梯 府 法 ， 是 一 种 经 典 算法 。 这 种 方法 不 但 利用 
了 目标 函数 在 搜索 点 的 梯度 ， 而 生还 利用 了 目标 销 数 的 二 次 导数 ， 
考虑 了 傍 度 变化 的 趋势 。 国 此 用 牛 丑 法 得 到 的 每 一 步 搜索 方 向 比 最 
优 梯度 法 有 所 改进 ， 可 以 更 好 的 指向 最 优 ， 较 快 地 搜索 到 极 值 点 。 

我 们 已 知 ， 求 函数 极 信 的 必要 及 充分 条 件 为 Vf(X)= g(X) 
= 0， 这 就 要 求解 n 个 变量 的 非 线 性 方程 组 ， 

以 一 维 为 例 。 设 x* 是 g(x)= 了 (x) 的 解 ， 在 x* 附近 取 
gix) 的 一 次 近似 。 

由 图 6 一 9 可 见 ， 

(ж) 


= "(xy = ұу = Š 
tga =g (хо = f" (wh) е юу 


F ext) + єх) (ххк) =0 (6—19) 
其 根 为 | 
, А 
piegi р (6—20) 


推广 到 п H, (6—19), (6—20) 两 式 变 为 : 
| “251. 


BIL 6-0 Ж: ЕЕ ЖЕ 


VIX + УХХХ-Х9-9 
Жуз ЕТ ТОО ТАР ТОСА) 
EH JOO 在 X: 点 展开 成 泰勒 级 数 取 二 次 近似 ， 得 
FX) = FX) УХ = X) + HX = Xt АХ - X) 
则 X" Х*- Ауу FX) = Xt- Ar gt | 


| (6—21) 


(6—22) 
A = TD) 为 非 奇异 阵 ， 称 为 Hesse  , 
ПАСУУКХӘН 称 为 牛顿 步 长 ，g*= V(X*) 。 
应 用 这 一 方法 迭代 ， 有 了 时候 可 能 发 散 或 者 收敛 到 鞍点 ， 为 此 需 
加 以 收 进 ， 对 上 式 稍 加 修改 可 得 
Xiz Хандар 


Р®= ~ A '"Vf(X*)。 再 用 一 维 搜索 法 求 最 优 步 长 参数 A, 

这 个 算法 对 于 一 次 明 数 是 很 适用 移 。 对 于 一 般 非 二 次 函数 则 不 
能 认为 是 精确 的 、 满 意 的 算法 ， 因 为 这 个 算法 只 是 根据 200 的 
一 次 近似 即 ХӘ 的 二 次 近似 导出 的 。 
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(6-20, (6—22) Жж п ДЖЕЙ ЯА, MERIR 
一 次 ， 都 要 计算 梯度 和 Hesse 4, 的 道 。 
定义 搜索 方向 
了 
HA TAXON ЦА 007232 
这 是 单位 向 量 ， 称 为 牛顿 方向 ， 于 是 《 6 一 22 ) 式 可 写作 〈 称 为 改 
进 的 午 顿 算法 ): 
X*t1= X*+ ARSA T FXI = X#+ «*5* (6—24) 
at= А1429] 


二 、 牛 顿 法 的 优 缺 点 

牛顿 法 要 计算 每 步 搜索 点 的 4 阵 而 且 要 求 着 ,车 A, JEE 
定 ， 则 A 不 存在 ， 只 能 用 梯度 法 算 ， 不 能 用 和 牛顿 法 算 。 若 A, 
为 正定 ， 而 维 数 较 高 时 ，i 计 算 A 费时 太 多 ， 例 如 电力 系统 求 功 
率 流 最 优 问题 ， 变 量 数 可 达 500, Ж 500x500 些 阵 的 道 无 论 是 存 
情 容 量 和 计算 速度 都 对 计算 机 提出 很 高 要 求 。 需 要 迭代 计算 Ал! 
是 牛顿 法 的 主要 缺点 。 随 着 变量 数 的 增加 ， 牛 顿 法 效率 越 来 越 低 。 
总 之 牛顿 法 的 主要 缺点 是 ; 

(1) RRF nxn HRE A, 

(2) 计算 A, 阵 的 元 素 是 很 困难 的 ， 有 时 其 至 是 不 可 能 的 ， 

(3) 每 一 步 要 计算 А, ВЕП, 

(D 每 一 步 要 计算 A, 195, 

然而 对 于 求 二 次 函数 的 极 值 问题 ， 应 用 牛顿 法 是 十 分 有 效 的 ， 
一 步 就 达 最 优点 。 

[BJ] /‹Х)=СТХ+-4ХтОХ 

设 Q 为 正定 ， 

V (Х)-А-0 


5%- 
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Vf/(X5=C+QX' 
Х!= X'- QV f (X°) 
代入 (6 一 22) 式 
XK1=X° -QC+QOX) = -QC 


Х?= X1- Q (C +Q X!) 
= ~QIC-Q (CG - QQ '1C)= X: (6—25) 


最 优点 X*= -QC 

对 二 次 函数 说 ， 和 牛顿 法 一 步 可 达 极 值 点 ， 这 一 性 质 属于 二 次 收 
化 的 性 质 。 | 

如 果 用 泰勒 级 数 展开 的 二 次 近似 式 如 公式 《6 一 22) 近似 一 个 
非 线性 函数 (XY) ， 则 在 离开 极 值 点 较 近 处 X 出 发 ， 沿 牛顿 方 
向 可 得 
| XEN АКАК | (6-26) 
如 果 在 离开 极 值 点 较 远 处 ， 用 牛顿 法 就 不 可 能 一 步 指向 最 优 ， 


如 图 6-10 所 示 。 这 是 因为 实际 函数 中 有 许多 高 阶 项 在 (6-22) 
式 中 忽略 了 ， 尽 管 如 此 ， 用 后 顿 法 搜索 寻 优 仍 比 最 优 梯度 法 快 。 


图 6—10 非 二 次 函数 用 牛顿 法 导 优 路 线 


„254, 


图 6 一 10 中 从 X 出 发 到 达 ХА, БЫНА НЫН 
К!=КХ°%—-Ау!У{(Х°)= X%°— 4,7144 


Ж X° 点 的 二 次 近似 在 X 处 无 效 。 补 救 的 方法 是 用 有 限 步 长 的 
生 顿 公式 如 〈6 一 24) 式 ， 然 后 用 一 维 搜索 方法 选择 最 优 步 e. Н 
(6 一 24)、(6 一 23〉 式 可 得 ， 

X*t1= Хна к= Xt atA 9-Та, Ж. (6—27) 
最 优 梯度 法 迭代 公式 是 《6 一 27》 式 的 一 个 特例 ， 即 令 A=, sf 
得 Хет Xt- 7-87 = Х*-а*5*, ШИ (6-—4) 式 。 

我 们 已 知 ， 一 个 非 二 次 的 函数 在 接近 最 优点 时 ， 其 等 高 线 很 接 
近 于 二 次 确 数 。 这 是 因为 在 X* 点 将 X) 用 泰勒 级 煞 展开 时 ， 
AX=(X*- X*) Wh, X 越 接近 于 X*, АХ ША, ， 则 忽略 

AX 项 的 误差 越 小 。 

如 果 在 接近 最 优点 X* br, ПАВЕЛНЕ НЫ ЕУ 
各 搜索 ， 杞 以 一 步 指 向 最 优 ,， 千 顿 方向 下 是 共 应 方向 。 

这 点 可 证 明 如 下 ， 由 (5 一 24) 
Жо, ҸЕ X. Y HARM, 
WAR (X, Y)=0 现在 用 最 优 梯 
E -St 方向 以 最 优 步 长 从 X: 
点 移动 到 Se: 点 ， 则 搜索 方向 - 5% 
一 定 与 R+1 步 的 实 度 go**! ER, 
AR (S*，g*+1) = 06 
ходні А 


1 
= 


A, 1g**! 


jA 97311 
成 Рк = 4,7 айз, 4 Е" н 


сан 


WAR (S*, APD =0 
即 S* 与 XH ДН ЈНА А KWE. А, 是 目标 函数 的 
二 次 偏 导数 年 阵 ， 因 此 牛 地 法 适用 于 收 启 ， 邑 适用 于 极 值 点 附近 寻 
优 。 见 图 6—11, | 
=. ЖАВИ 


ТИНГ ЕЕ НЕ ІК ЖОЖ REAA. 
РАБ /(х) AB BEBE g(x)= V f(x), Æ xš px 
Ж у(х) ЕЗУ, RKU 
g(x) = д(х®) + (x — xE) g (x) +U - х®)* А, | 
(6—28) 
А,- V°g(x)>|,* 
үйі - xk — g(x*) 


H (6 一 20) 式 ， TTESI 


ж_ „н ақы оғы _0(5%)_ 
Xl +90050 


(6—28) AF х= х*, 
gix) = g(x*)—] (x* ~ xhyS7g(%*) tE a xA, | 
9(х*)= 0 


д(х*) = = (x* — x°) g(x*) - TG - х®)*®А,, 


代入 上 式 ， 得 | 
танан без Сы 
ШІ xt- xtti 与 (x* 一 x*)* 成 比例 ,推广 到 ”元 函数 ,可 得 ， 


xt- | 


Ша xe” 
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上 上 式 称 为 二 次 收敛 速率 ， 当 Х%- ХАН, X*- у: ЕЕ 
迅速 减 小 ， 所 以 牛顿 法 只 要 是 收敛 的 ， 可 以 迅速 地 收敛 到 最 优 值 附 
近 ， 经 过 四 、 五 次 檬 代 可 以 得 到 较 满意 的 精度 。 

ІШ 


8 1 
F(X) Toara Tiai = 9102-21 


1 
或 写作 IOO =С"Х +--ХтОХ, 极 小 全 点 И 


. Зз -1 
ж CT=[-2, 0] e-f | 
— 1 1 


- 2 `—12 
ЕЕЕ 
4 E Б 


用 牛顿 法 ， 


ee 
„ЫН 


[ 例 2] 


f(X) =(x1— x: + xs) + ( — X, + Xat xa) + (X: + X, xg) 
0 
=+ XrQX, 极 小 值 点 Хе -| 0 | 
0 


设 
4251. 


设 Хе 
6 -2 -2) tta 
2-|- 6 -2' Q`=|} ł | 
-2-2 6) TE 
( 6 -2 -5/4570 
ZEX = ОХ -2 6-21 | 4 
. 一 2 -2 140 0 
š 


ANG 
ОБОРИЛИ Гоа 
L+) ч 


л. А 
ФАП аға 256 ТАВИНА, Ий 
ў(х*%) = f (x* + Ax) 


f(x) | > feet - Қа. 
дх xt 人 xs . 
式 中 АСЫРҒАН х^ 


HA, ЮЖ ДИЗ ТЕК С ИЛ» АЮ — 
概念 ， 可 使 牛顿 法 中 计算 Hesse 阵 А, 的 工作 得 到 简化 。 
如 果 Х* 和 Хен ЖИЫНЫ ИП ТЕН X* 
的 近似 ， 则 可 以 推导 出 4, 的 计算 公式 。 
H (6—19) 和 式 ， 得 单 变 量 情况 下 的 计算 公式 为 ， 
руа Сд) С х®у = 0 
或 9(х*®) + Ах А) = 0 
п 维 变量 有 gX + A CX91. Xt) =0 
• 258 • 


在 X* 附近 将 gX) 用 泰勒 级 数 展开 ， 取 一 次 近似 ， 
9‹Х*®)=9(Х*+ДАХ*у=д(Х*) + AA X5 


或 写作 ， 9%1- gt = AA X 

AP g= ас X*+), g*= g(X:y АХ XH- Xh, 
定义 Ад* = gt*1— gt 

则 Ag = ААХ” 4 
或 AX'= АА, B A, 非 奇异 。 


于 是 ， 我 们 可 利用 梯度 的 差分 Agt 以 及 菜 个 近似 矩阵 Н* 去 计 
Я ДХ", Н* 为 A 的 近似 什 阵 。 这 种 方法 称 为 拟 牛 帜 法 。 


于 是 АХЖ-Н%АОЫ k=l, 2, е, œ 
选 代 开始 时 可 以 任意 选择 起 始 矩 阵 H’ 
对 第 k+l 步 ， 有 


AX s HHA gt+1 = Н С gtt? ағ 
假设 Хз 为 驻 点 ， 则 应 有 g***=0 
则 АХ = - Нең үн 


上 述 假设 不 一 定 完全 正确 ， 一 般 情况 下 X' 只 是 驻 点 的 近似 点 ， 
也 许 是 很 差 的 近似 。 因 此 ， 为 了 计算 X= Хк + AX, T[#l 
用 上 式 作 为 搜索 方向 ， 并 令 


Při ш УАР ЖЫ = — Анд ізі 


AP д" й – Нок 方向 选 代 的 最 优 步 长 。 拟 后 顿 法 正 是 
利用 这 两 个 式 子 ， 选 代 过 程 中 应 当先 构造 近似 矩阵 Н 及 求 最 优 
步 长 At, 808 五: 的 方法 不 同 ， 就 有 不 同 的 拟 牛 顿 法 。 

这 种 用 H RE АС 的 方法 可 以 不 必 计 算 二 次 导数 ， 也 不 
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барин Елана, ОРОШ КӨС уд. AAEN, 4% 
PERKET Ht, ERREF 47% 


Š 6-3 4 3 № Ж jk 


ЖЕНЕРЗУКЕНЖЕН, ЖЫ 36 E. (Fletcher) 和 吕 伍 斯 
(Reeves) 两 人 在 1964 年 提出 的 。 这 种 方法 具有 二 次 终结 性 质 ， 
即 对 于 二 次 郑 数 ， 亏 E 瑟 "， 最 多 经 过 于 次 选 代 可 搜索 到 最 优点 。 
由 共 罗 C 方 向 讨论 我 们 已 知 ， 如 果 一 个 二 元 二 次 函数 为 


XI=K+CTX+ ХОХ 


FE P: 和 Р: 为 关于 正定 阵 ОЯН ЕЕ ӘН, MH P 和 

рез 各 进行 一 次 独立 的 一 维 搜索 ， 就 可 达到 该 函数 的 极 小 值 点 。 
共 思 梯 度 法 的 实质 是 对 最 优 梯度 法 进行 修正 ， 使 搜索 方向 为 共 

轿 方 向 (将 负 梯 度 方向 转 一 个 角度 〉， 因 此 每 步 的 搜索 方向 都 要 对 

”该 步 的 负 梯 度 方向 作 一 个 修正 ; 

рана Хуа БЕР — зї P 


以 保证 Р 与 P* 关于 Q НЫ 

В ЖАҚ. 

ЕВ eh АЕС ІН uhu 2 ik, РЕР 06 
Юл АУЫ ЖИРЕН, ЖАЗ, АЯ b BE uk E 
点 ， 而 在 收敛 速度 方面 比 梯度 法 快 ， 但 不 如 牛顿 法 。 计 算 工 作 量 比 
梯 庆 法 多 ， 比 牛顿 法 少 。 

下 面 仍 以 二 次 函数 为 例 . 以 二 次 函数 为 主要 讨论 对 象 的 原因 是 : 


1. 如 果 算 法 对 二 次 函数 有 效 ， 则 对 一 般 函 数 至 少 在 极 值 点 附 
近 也 可 指望 有 较 好 的 效果 。 反 之 如 果 算 法 不 能 很 好 地 处 理 二 次 函 
数 ， 则 不能 指望 它 能 够 成 功 地 求 出 更 一 般 函 数 的 极 小 值 点 。 
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2. “рй т НЛ Р Бра, ВЕЛЧЕВО, 
非 二 次 图 数 越 接近 于 二 次 图 数 。 

共 斩 梯 度 法 的 选 代步 又 如 下 

1. 设 初 始点 为 三 "， 第 一 步 按 负 梯 度 方 向 搜索 ， 由 最 优 梯度 
法 得 Хі- XPP 


Р--уҚКХ»У 
2. 下 一 步 搜索 方向 Г! 应 与 P° HEA О ЗЕ 
(POTQP1= 0 : (6—29) 
3. ZAX -TEXO = О(Х!1-Х*%у=ОАЛ*Р*ї 
Ро ЧЦУКХЫ-УХХӘР — (6—30) 
令 Р--уХу- РР" (6—31) 


Ж (6—31) 、 (6—30) 式 代 人 (6—29 式 
УЖХӘ-УКХӘРІ-УКХӘЗРР1-0 (6—32) 

Елі Yf(XD 与 P EZ, МП [V f(X1)]7P° = 0, 

іс Хо 5 VAXO EZ, ШІ ТУЛХОТУ/ХХО-0, 

则 由 (6-52) 式 可 得 ||V f(X1)||2= PTE XDE, %: 


Өз = ПУЛ СОХ!) = П. (6—33) 


ZEX По] 

这 是 一 个 标量 。 而 且 因 为 国 数 的 梯度 总 是 随和 迭代 次 数 增加 越 来 
越 小 ，… 8°<1., 

于 是 由 (6—31) 式 可 确定 Р! 

一 般 铺 况 下 ， 前 后 两 步 的 函数 梯度 是 正 允 的 ， 这 在 最 优 梯度 法 
一 节 中 已 做 了 证 明 ， 即 ГОЛОХУТТУ)/ХХ” О-о, 或 (097 gh 
三 :0。 

ІН (6—53) 式 推 广 可 得 第 &+1 БЫЗ АЖ 
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k 一 VFX] Е ТЕ т 
ШЕН ууу = По (6—34) 


x рё = ~ V(X) + BIEPt= ~ дк + ЕР (6—35) 


HERRAR kti 步 的 搜索 方向 РС" 是 该 步 的 负 梯 度 方 向 及 前 
一 步 搜索 方向 的 线性 组 合 ， 即 第 k+l 步 搜索 方向 综合 利用 了 本 步 
梯 询 和 过 去 各 点 梯度 的 信息 。 

对 于 非 二 次 函数 ， 可 用 下 式 计算 共 辊 系数 ; 


k ПУ ХОУ Л Л КУ ХӘ 
ПУ CX"! 


给 定 ХЕ", «20 


ПЛ Хе? же 


€ 
ро= – ТСХ), k=0 


Ж 2 Ф min (ХК+АРКу=1(ХЕ+5ЛЁРК) 


ХЕКЕ ХРА 


图 6—12 НЕЛЕ _ 


9 202 * 


h+1||2 онуго j 
ge = Hal (2.2 9. (6—36) 
Па“ 


ЖЕЕ ЕДО РЫЯ ЖАЛП К: 

选择 初始 点 X, Ди P= yf, {ЕК РӘ. PH +<, 
Р" 用 一 维 搜索 法 求 最 优 步 长 而 逐步 称 动 到 ХІ, Ха, QQ, X", 
其 中 PAE=1，2，*…) Щ (6—35) ЖЕЕ. 

当 рох) е 时 算法 结束 ，。 是 某 个 顶 先 规定 的 很 小 的 
正 数 。 如 果 到 X 还 未 收效 ， 则 以 XM -У/ (ХӘ 作为 新 的 
X° 和 Ре 重新 用 上 述 方法 进行 搜索 。 一 般 说 ， 只 要 函数 是 二 次 
的 ， 则 Ph Ph o 关于 О Ен НЫН, БЕЗЕ ЫЕ 
次 终结 性 质 。 。 | 

ЖЕҢ ВЕЕ ОЕ ЕТУІНЕН ШШ, ЖЕТЕ 
算 机 存储 ， 适 合 于 大 规模 问题 的 求解 ， 而 且 比 梯 庆 法 收敛 快 。 程 序 
框图 如 图 6-12. 

[ 例 1] 


: 3 1 
пип f(X) ГТ x 2 二 2% — x X, — 2х, 


ХА 1 3 - 1х 
{(ху=[-2, 0] + [х хг) 
х; -1 1 Xz 
i -2 1 
чоор 
4. 1 


j 


ој] 


YXa — Xl 


-12 
у(х) = Р = 
б 


Ж шіп fO X° +A P?) 
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palivyo (2) + 1) ЖК! 


ГУК ХӘЛЕ 144+36 |299 
26: 

Ы [12 017% 
1317 289| 6 | 2891 510 
717. 


| [26 
X= Хі+АР!= — 
- 90 
289| -210 
Ж тіп РХ +АР!) 


к> al cy, 得 


dÀ 
жылыт 
10 
хе | 
17|38 图 6 一 13 


М1 | 99 М 4 Со фа tintan 


Хх Ең ХҰ, 
本 例 的 图 解 见 图 6 一 13。 


1 1 
[S] 2] шлу XOF Q= 
° 1 2 


已 知 其 最 小 点 为 [0，0]7。 
FOO 是 二 次 型 ， 共 斩 梯 度 法 的 收 敏 性 与 初始 点 选择 无 
关 ， 任 意 选 初始 点 [10， -5]7 
VfCOX)=QX=[x; + x, х1%2%:|7 
1.26 Pro= -VICXY)=[-5, ор 


2% f(X" +A P?) = 3(10-5А, -5) 


1 1 1 10—5А 
=- (10-54, _ 5) 
] 2 -5 


1 
=-;150-75А + 50(2)2] 


-df =0, 1004-75-0, 2%-0.75 
ФА. = 50>0, о A =0.75 可 使 /(Х%+АР%у 达 极 小 。 
$. X'= Хен АР = [6.25, -5]7 
7 /СХ!)=[1.25, – 3,75] 
4. ПУ AXDI = 52+ 02 = 25 


МАСХ) |= 1.252 ( 3.75)2= 15,55 


~ 5, 0] 


5， 得 Pi= -[1.25, -3.75]7 +125 


=[-4.36, 3.75]! 
+265, 


6. Х*=Х!+АР!, 
#СХ!+ АРУ) = 2126.55 — 38.94 +14.45(4)?] 


最 小 值 在 41=1.34 处 
X= 久 1+ 41P!=[0.4，0.01]'。 这 是 二 步 计算 所 得 数值 解 。 
理论 解 应 为 [0，0] ， ”川上 共 罗 梯度 法 解 正 定 汪 次 型 最 小 fE 
ЕЛ n PARA, BE X? ЕЕ РАСЕ. 
如 果 取 X° Ж (0.4, 0.017, BEARER 28 E #f B ZE 
果 。 
ЖЕНА ЛАУ / 
1. ЖЛАННАЛНІҢН ТЕ yi os T Q PARAME, 
ЖЕ БЕРЕ ЕНЕТІН ЕНІМ. (ug 3836 2; 8] 13; ДЕ КУ А АЕ} ЕН 
ЖЕЗ nl, ПОЗЕ ЕВЕ О МОНЕ ЛЕЕ АЗАН ЛЫ). 
2. АКА 
Хг = Xit APh, IAP МАЕ, 
ірі - БАЛАР 5 + В°Р* 
э к {үк 
= г ге. 
ПИРСА о, 9, PQK E, 
з. ЖЕН алық. 


$ 6-4 变 尺 度 法 


1959 年 戴 维 敦 (Davidon) 提出 变 尺 度 法 ，1963 Ф Б 
(Fletcher) 、 鲍 成 尔 (Powell) 改进 这 一 方 靶 ,简称 为 DFP 
法 ， 成 为 60 年 代 中 期 寻找 局 部 极 小 信和 的 方法 中 最 有 力 的 通用 方法 ， 
在 算法 上 有 了 突破 。 例 如 在 1962 年 以 前 ， 即 变 尺度 法 没有 得 到 应 
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用 以 前 ， 由 于 原 有 的 各 种 方法 用 计 筑 机 计算 耗 时 大多， 因此 求 非 线 
性 立 数 的 极 小 位 一 般 只 能 计算 10 个 以 下 的 变量 。1962 年 以 后 应 用 
了 ОЕР ЖАЙНА, 可 以 在 几 分 钟 内 计算 100 个 变量 的 困 数 极 小 
值 ， 有 的 阿 题 用 变 尺 度 法 只 要 半分 钟 就 可 求 出 最 优 解 ， 而 应 用 以 前 
己 看 的 其 他 方法 则 要 30 分 钟 才 能 求解 。70 年 代 初 期 又 出 现 了 Үр 
ZEREA., Plán, Вгоудел--ГІеісісі-бһаппо 提出 的 一 种 变 
尺度 法 称 为 BFGS 公式 "5 ，Fletcher 证 明了 在 ОЕР 和 ВЕС5 
公式 间 存 在 着 有 趣 的 关系 。 ) 
A ЈА FE Jt ph ЖЕТ: —КЁ ЫЕ ТЕ BE CS AB. 5 
法 计算 工作 量 大 的 缺点 而 所 出 米 的 。 下 面 我 们 先 介 绍 ОЕР % 
—. DFP 变 尺 度 法 的 搜索 方向 
变 尺 度 法 针对 生 顿 法 要 计算 4, ' 的 缺点 ， 用 nxn Ж H 
Жат Ас, [E 06—39) 式 ]。 和 生 顿 法 相似 的 是 取 搜 索 方 向 为 
Р%= -IV {X*+ = -H*g (6—37) 
Жез Х*+ ARP Kh ААЦ" (6—38) 
每 步 的 Н" ХЕИ), ВШ ЛА САН) 不 断 在 调整 变化 ， 
因此 称 为 变 尺 度 法 。 
第 一 步 常 取 Jp = 1, T Жуй {йй НП Pe 取 负 梯度 方向 ， 故 
变 尺 度 法 的 第 一 步 用 最 优 杭 度 汰 。 而 经 过 靖 步 8 (ü, H"= А7, 
就 和 牛顿 法 一 样 了 。 | 
МИЖА ИЕ ЕРЕ PPO 使 之 从 单位 阵 逐 步 过 滤 到 
ас, ЖЕ Ж ТЫ], ЖОН 称 为 方向 矩阵 。 
和 如果 /О-С”Ха ХТОХ, W 4-0 如 果 fO 2 
非 二 次 函数 ， 则 用 泰勒 级 数 展 天， 取 二 次 近似 得 近似 二 次 函数 。 
=. ВЕР 变 尺度 公式 
H 86-2 介绍 的 拟 小 顿 法 吉 知 ， 和 牛顿 法 所 得 差分 公式 
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AXE = AA g 
п] 3 ӘЛ ЕЗ0 At, АҒАН ЕЕ Ж. БЕР 
FRE PRA H 近似 A; t, AREER eb E ЕРЕ Ау — #h 
АХ*= HA g“ (6—39) 
令 Не H*+ AH’ (6—40) 
式 中 АН” RARER, H* 218 B EE, 
(6—40) ЖА (6-39) 式 得 
сте Л дЕ К 
А- | Z" = H: A g" 
则 上 式 可 写 件 . 
АНД од = AX: Н*Дд* A Xt - 28 (6—41) 
我 们 比较 一 下 变 尺 度 法 和 牛顿 法 的 范 别 可 以 发 现 ， 前 者 用 割 线 
近似 梯度 曲线 VAO ， 后 者 则 用 某 点 天 ”的 切线 近似 梯度 曲线 
` Vf/(X)= g(X), 
以 一 维 为 例 ( 见 图 6—14) 。 
ЯН. xl =at dg 


gts) 


(а) Ф | (о) ЖАНЫ; 
| 图 6 一 14 ERER FREE 
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| 
tga = dy ， = Af 或 Арі = сіва 
ах”, 


对 变 尺 度 法 有 : 


He = б ctg (8-42) 


以 HEH 逼近 A, 1, BIPA ctg8 Ж ctga, Bü Ж fE A 
的 切线 逼近 梯度 曲线 ， 现 在 以 x° 和 хі ARR 8 uE Ж ДЕ HH 
线 。 

(6—41) Ж, > Z*= 17* 八 g9*，3| 进 任意 的 1 维 向 量 Y, 
ИЖ (УТАА 0, (6-41) 式 两 端 右 张 (YY*)? 作 g*， 于 是 得 


ТАҢ ШАТТЫ YY Ag" = AX Y - СУ) ТАД? 


АХАУ) УА 6 ЖЕЗ 


-Jk і-| 6 бр ык а k 
ік Сен Ra ЛАР? 
днк B+- C 
М 727 ЖҰТЫ. АХАХА ХАТ 
те: В = уду  CAXD7A g 
Ciz УА АЗЫ _ Ze ZAE 


97А" UZIA" 


由 此 可 得 


A T] .信和 CA -ZT 
(ы A (2% э” А д* 


AXA XT РАН ФАЗЫ 


(AX!) Ag (ZY Ag" 


Нн! = H” + 
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=Н*+В*-С* (6—43) NEI 
ЖА ОЕР 变 尺 度 公式 。 


x / x: T А 
有 пхп Е (6—44) 


САХТ Ла" 为 标量 
z ZEZAT 
Өз ру. 
CZY Ag 为 标量 
显 见 Л 与 АХЖ, ШЫ X 有 关 。 
最 优 步 长 ПАХ = АР] (6—46) 
P: 为 搜索 方向 ， P*= - Н (6—47) 
可 以 证 明 ， 当 HE AEZH, B 及 C 的 分 母 均 不 为 0。 
[ЕНД]. Х* 不 是 ЖХХО 的 极 小 点 ， 则 00. 
当 Hf 为 正定 时 ，P*= -Hg Жуу Ую], А0 
只 要 ОХ*#0, {НҢ (Х®ТН*Х*;>0„ 
ЯКА Ж, ЖЕ (X) = C +Q X, 


(907 Нако (6—48) 


为 nx n ВЕ (6—45) 


[z]: Ж САХТА ОСЛО НАДО", WA (6—43) Ж.Ш 
WAA TAHNA E: 


нк н XAY H _ H'tAg( AX 
(AX Ag" САХЛ g 


НЕША ҒАТ ТАТ РЫН 


+] I+ AY Ag | САХТА ой 


+ 210 ° 


Ае Н* AA p° = сө! 25 Эрт 2 РШ, 


2: (g HF g + соно СОЭ 


—{0 Hrot (6—49) 
KERT, TOEF- PWR SRS В ЈАЈЕ, 
Bp | 
(4127р = 0 (6--50) 
或 (в)? Hi gt = 0, (g H*g = 0 


АСА (6-49) 35, (^а ”Н*Л д0, 
ІП C* ЛУВРА) 0, 
又 (А ХӨ Л ө* = (28Р) (аА ~ g") 
ыз 122 Ақат II gt ~ g“) 
= АЭН o> 0 
Bl В* 的 分 母 不 为 0。 
GEH] 
5 X Еп, М. ph. С" 均 为 пхп 对 称 阵 。 
ГАЕП n АКТІ ALAA Ж УЛ 
点 。 | 
EI! Н" = А-1 (6—51) 
=. ВЕР 变 尺度 法 选 代步 又 


-1 0 0 .... 0 Хх 


Ita I+ ВС 
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Hi= Н! + Вї\-С!= I+ (B* + B1y- (С + C) 


Нез= ] + B: - 27 (6-52) 
= =o 
第 hR+1 ЖІ) Н 反映 了 1, 2, =, k 步 的 信息 ， 这 些 信息 与 
дуя! бізі, 2, =, R) KR H* Ж. 


1. 给 定 起 始点 下 "， 设 梯度 允许 误差 为 el。 
2. 检验 函数 值 是 否 已 达 极 小 ， 即 下 式 是 否 成 并 


Ху Xy 
IAD җе жа ОСО 


ERY HAREC h, ERRE, TURAT E. 
3. k=0, & Н"= 1, а= V f( X°) 
4. 进行 一 维 搜索 ， 确 定 最 优 步 长 参数 АХ 
minf (CX*+AP)= f(X? АН?) 


Ssi- р 


5. Жы AX" = - АН" 
Хет Xt + AX: 
6. 计算 д! = (Xh) 
Ag" = д**%- g“ 


т. 检验 Поет 或 检验 2А <e es 为 给 定 信 。 Ж 
着 ， 则 已 得 极 值 点 ， 停 机 ， 否则 进行 下 去 。 

8. А= N? 

# k= N， 则 令 X:= XN" 说 明 N 步 术 能 收敛 到 极 值 点 。 
则 N +1 步 按 梯度 法 搜索 ， 若 <N， 则 进行 下 去 。 

9. 计算 в", С" 
. 272 


Б 


K H't Jt В -C+ 
10. 4 &=R+1l， 转 第 4 步 求 Mol 


[B] 1] 用 变 尺度 法 求 : min /(Жу=4(хү-5Б)%+(х,-6)°* 
BRAR: X*+ = Х*— АН 


Н+ = Нк. Bt- СА 
о 2 


8(х,%-5) 24 
а* = 2. оп%= 
2(x,°— 6) 6 


кене], EREE 


fO X1)=4[(8-242)-5] +[(9-—84)- 6]°, 
求 最 优 步 长 29; 


8 8 0 
已 知 | | Hesse [# | | 
9 


ақху мМ. И 
TA -=51—3902A9°=0 


А9-0.15307 
4.862 
м х) 
8.215 
计算 第 二 步 ， 求 A H°= В°- Cn 
— 1.108 =. 13 
g'= АХ = | 
4,431 - 0.785 


кән 


| СХ!) = 4,985 


> 


2 4 6 8 x 


0) =4(9—5)2+ (%— 6)? 


图 8--15 


— 1.569 
* 2T3 ° 


т AXA XD а М 
© (АКУТДЛ о |o,0308 0.0077 


ИРЕ са 2- 
PAPY Ag 0.06224 0.0039 


т-нер-с-| 


0.127 – 0.0314 
- 0.0314 1.0038 


X?=X'-AH'g' 

4.862 -1.108 
-АН! 

8.215 4.431 


а/с?) _ 
dà | 


, 得 А! = 0.481 


5 
代 人 得 x= | 


о 四 

9 = = 

2.55 x10 ° 0 

即 А2 已 是 极 小 点 。 图 6—15 表示 计算 结果 的 图 解 。 


ү 0 | 
H:= sA 
0 0.5 


即 搜索 选 代 到 极 值 时 ， 互 已 变 为 Hesse Вей, 


[ 例 2] minf (X)= CX+ ХОХ 


қарызы 


“214: 


一 2 - 12] 
SHEN 
4 6 


12 
Р%= – Нер fiX’) = 
-6 


第 一 步 是 梯度 法 ， 所 以 和 56-3 ЖӘНЕН 1 ре 8 56 
果 相 同 ， 


一 


26) ЕН 
5 117| | 17 
49--- Хі-і h Чух) =! 
| 117) 517 
/26 і 60 | 
17 И 17 | 
AX = X: — "=j = = | 
38 | 4 -30 
Қ 7; 1 РА 
6 210 | 
КЕКЕЗДІН 17 ІМ 17 · 
а еше š = 
25 6 -%| 
17 |17; 
/ Ç 


1- 0 ЖАҚАУ? А 39 АТ 07 
H'= Нев уулоо г CH Ag A g 


100 1[ 4 | А 49 | 
к= + — єй е 
o 1| 11]-2 1 58| 21 9 


і - к 
86 241 891 


H'A gU HA gh)? 
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(йу. 

ы | | 1 [385 241117 | 29 
SM Е = 
/ 


241 891 Е | _21 
17, 29, 
яңы Б. 
| ~ 90/289 | 
РЪ=. 相似 (ОЛ $6—3, T| 1) 。 
| -210/289 
Пете] # 
s|] e? 
J і Хж- NS 


Н? = 1, цо VX 


= 计算 ае 1, 
Xo- Ха Аве» AXK, 
В", СЕ 


Шз = НК + ВЕ — СЕ 


图 6—16 ОЕР XREF E 
“216. 


可 见 沿 P 方 癌 取 最 优 步 长 必 将 到 达 极 值 点 ， 


“| 


ЕНЕ ЕЕЕ ЖАЛ ХЫ, AA P 
О ARREDRE ЕН, ЕЕЕ 2500 CK ВАЎК, БН РА BT 
得 点 列 1X4) вы. 

‚_[0@.5 0.5 2 

进一步 计算 可 得 ， [05 9-5іш 0-5, 
РЕР 变 尺 度 法 的 程序 框图 如 图 6 一 16。 

四 、DFP 法 的 性 质 

1. ЖОН" 为 正定 ， 则 HH 也 为 正定 。 

2. Жо СУ) = ХТАХ СХ +К, XECE”, Wi 
Ж: 

(а) 在 最 优点 H goy F AX) 的 Hesse 阵 的 逆 A, 

(b) 前 后 两 步 的 搜索 方向 是 А Ж, ВП ОЕР 法 既是 拟 咎 
25, АНЕ ЕЕ ДЕР. 

(с) пра КӨСЕ ҰРЫН, ВАСЕ, 

РЕД ЕО, ЕСТЕК БЕН, ШАПАЛАҚ ШАУ BI PA 
得 到 二 次 国 数 的 航 小 二。 


[证 ] n= 2, ОХ) X7AX +CTX LK 
Hesse 阵 为 A, 
已 知 Ag*= АА Х*= АХ-АХ" (6—53) 
Ж ЕЯ: Н! 
Н Ла = НААХ = (Н+ В*— С*уД о" (6—54) 
由 (6 一 44) Ж BirAgt= АХ" (6—55) 


“211. 


ама тарын ч з, + 


H (6—45) 式 ， CA gt = Z*= H*A gt (6—56) 
Ж (6-55). (6—56) W NIKA (6—54) 式 得 
H JA Xt: = A X° (6—57) 
上 式 即 为 《6 一 39) 35, 
由 特征 同 量 定义 ， 设 GU =40,，G 为 nxn E, [р U 
‚ ®0, ША 2 G AREE, U 为 相应 的 特征 向 量 。 由 (6 一 57) 
жан, ПСА ЕЕЕ 1, АХ” 为 相应 的 特征 癌 量 。 
k=0 В, ПАДА Х= A X° | 
(6—58) 
k=1 f ААА Хі = АХ! 
жж СХ) 在 搜索 方 旬 A X: 25k, ШЕЛ Е gh! 
在 АХ" 方向 的 投影 为 0: 
(АХ %)7 gs0 ` (6—59) 
k=0, (AX'") дї = САХТА Га = 0 
又 已 知 МХ At pt = АН" (6—60) 


k=1 BF, АХ Анд, 或 = -AFORA (6 一 59) 式 
得 i 
(АХТАСДА ХО) =0 (6—61) 


АЕ AX 与 AX “4 ЖШ”, 我们 已 知 АХ, AX! 是 第 一 

ЖЖ ЗЕТІН, Ekt, METERED, БИЕ 

А ЭК БЕРИ КОЕТ, ОЕР 法 可 求 得 二 元 二 次 国 数 的 极 小 值 。 
这 个 结论 可 以 推广 儿 ”元 二 次 函数 ， 即 ОЕР 法 有 二 次 收敛 性 

质 . 如 果 是 非 二 次 的 ”元 函数 则 达到 最 优点 的 选 代 次 数 将 超过 = 次 。 
我 们 再 证 明 另 一 性 质 ， 

HILIKAS, РОЗА, ЖЕ НЕН Ни ӘЖЕ 

4278. 


тт 


阵 4 Ші. (4 ЖЕНӘО. 
[证 ] ААЛА = (H! + B'!- CAA X° 
= HIAAX'+ АЛХ CAA. X° 
ІН (6-61) Ж, (АХО”АЛХ?-о, WH 


t A ХАСАХ ОТ алд as 
ВА оН 


因而 САХУ), АЕ 
НААХ = НААХ: = Х9, (М, 6-58 式 ) ,又 由 (6—57) 
ж 可 知 БАЛХ! = AX1 E AX 及 AX: 为 五 :4 的 特征 
[з] Ж ‚ i 

故 可 写成 _ Н%Д[АХ', АХ']=[ДАХ°, AX, 

AX? 和 AX! Ей, ЖЕМІ, ЯНА 

НА = {АХАХАХ АХ = 1, H*= 471, DEHE] 

БЕР МИ ЕНД 

1. ПЕР 变 凡 度 法 是 以 逐次 和 逼近 方法 实现 A! 的 计算 。 

2. 当 函 数 可 用 二 次 式 近 似 时 ， 方 向 矩阵 H 可 以 很 决 收敛 。 

3. МЕРА Е, ОРЕ ВЕРА АЕ ВЕ, А. 
有 二 次 终结 性 质 。 

Z. BFGS 算法 

六 十 年 代 后 期 在 很 多 人 的 大 量 计 算 实 践 中 发 现 DEF P 算法 在 
数值 稳定 性 方面 存在 一 些 间 题 。 产 生 数 值 不 稳定 的 原因 是 多 方面 
的 ， 例 如 计算 机 舍 人 误差 :目标 国 数 中 存在 非 二 次 项 、 一 维 搜索 精 
Ежезшж, AMERA PAREHA, J 34526 T IEAA 
向 。 
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1970 年 Вгоудел, FIetcher, Goldstein, Shanno 等 人 导出 
了 更 稳定 的 算法 公式 ， 简 称 ВЕС5 ЖАА, 

5 НУ 表示 用 ОЕР 算法 所 得 揭 代 矩阵 ， 则 用 ВЕС5 Ж 
ФРАЗИ Ж: 


1 (ТА 
Hikes = Hirr + сто н уе «АХЧАХЫТ 
УАЫТРАЗЫ 
2 ke FENT Т V. 
AXEZ- ZAX’) а TAN (6—64) 


BFGS 变 尺 庭 公式 具有 如 下 性 质 ， 

1. FARER H* 为 正定 ， 则 HH 也 是 正定 的 。 

2. 对 二 次 是 标 函 数 BEGS ДЕЗЕ ЖОЛИ. 

BFGS 公式 用 于 维 数 较 高 的 问题 有 更 好 的 稳定 性 。 

Аһ 结 
1. 变 尺度 算法 是 用 已 求 得 的 一 阶 导数 米 估 计 二 阶 导数， 用 
Pt= -HIFO A Pra - AN J (Xh) 

2. 这 种 算法 车 应 用 于 二 次 函数 ， 且 Q 为 正定 ， 则 所 得 前 后 
MENAR ARST Q аю. АШАН ® ti k R 
肉 二 次 函数 极 小 值 点 〈Q 为 正定 ) 景 多 在 4 步 内 终结 。 
3. ОЕР RAR | 

Хіт Xr+ 和 Po ПАРІ 为 最 优 步 长 。 


Н*її= Ht AXA. _ H*Ag* (Ag) ‚ТН 
САХУ Ла" Agh ТАТТЫ 


=Н*+/МН*“ 
АН RARER, 
ПМС < е, HAE. 
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4. BKA, H°= I, H AEZ, Н 满足 割 线 关系 


A: 
не = М, RRF Нее ctg 
5. Же E АД) ЕЙРЕНУ ИЕ, 
8 6-5 ”高 斯 -牛顿 最 小 二 乘法 
相当 广泛 的 一 类 最 优化 问题 ， 其 目标 函数 是 若干 函数 平方 和 的 
形式 ， 
РОХ) = рах) (6—65) 
其 中 X € E", m>n 


e (X) 一 般 是 非 线性 图 数 。 
求 FX) = фос) 为 极 小 的 问题 称 为 非 线性 最 小 二 乘 问 


题 。 例如 在 数据 处 理 、 选 频 网 络 的 设计 中 这 类 目标 函数 是 常见 的 
($ 2—1 例 1 及 例 3 ) 。 
求 (6 一 65) 式 为 航 小 的 最 优化 问题 可 用 高 斯 -牛顿 最 小 二 乘法 。 
设 e 是 艾 先 给 定 的 精度 要 求 ， 如 果 РОХ) 的 极 小 点 X*W 
ж |/(Х*®)|<е, B| Х* 是 下 述 非 线性 方程 组 


Q (Xi, Xas "y X.) = 0 


Фа(Х), Ха» ", Ха) = O (6—66) 


Фь(хі, Xas “s Х43-0 
的 解 ， 因 此 高 斯 -牛顿 最 小 二 乘法 也 可 用 以 求解 非 线 性 方程 组 问题 。 
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设 p(X) НЕЕ BY SP (i= 1,2,m,j=1l,2, n.) 


DOLAI ақты, UN) (6—67) 
дх; 


k /OX) 极 小 ， 相 当 于 求解 方程 ЛОКО 0. IH (6-65) 可 知 


r 、 L 
fX) š 2р; = -pi(X) 
VEF = 
уо- 80020004 
?/‹Х) Z әф:СХ) XY 
#х„ , | Xn / 
=2АГФ(Х) (6—68) 
ин Ж - [To (X )] (6—69) 
ОХ; (mx 


Ф(Ху={ф,(Х), ОА), ч“, ф.СХОТТ (6-70) 


# СХ) ЖСН, SAO ЛУ E A ik ЖЕН Ж, ЙІ 
V(X) =0 为 线性 方程 组 。 
АНЕ p(X) 可 了 到 线性 近似 ， 谈 X° 为 初始 近似 解 ， 


ШІ) 
PiX) = p(X Vo ХОХ ХӘ) 
-Фф,(АХ9)- Уә ХӘАХ, i=l, 2, те, т (6--71) 
或 ФСЕХу=Ф°%+ LAX 66—72) 
Ú T 2 2 бир, ( Х?) 
式 中 A= ўе! =| 2 | 
p= D(X') 


于 是 求 X ЖИЕК, 即 求 AA X + 
9%-9 的 最 小 二 乘 解 。 它 只 包含 pX) WAREKE, 
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IERE A рн ШОЕ МОЗ, ВП 4 Ж ЕШ п, 
MW А 4° HAREE, AmI CATA 存在 。 于 是 上 上述 
ВНЕ 
АХ = – (А7 Дус: qara (6-73) 
А X'+ ААЛ ЖАЯУ Н. ЛА ХАЖ X° 重 . 
TEERDE, ХАУХ, W| JAX Ke, e 为 预先 指定 的 
HEEK 
ЕВО Л ара И A ARED 
ЭЕ Гар RAM, ЖШ igih TEk 
BRAR- ЕЛА RENA НРА ЗЕЕ ВЕ ВАЗЕ 方 和 
的 特点 ， 用 АҒА MERRE ОО СИЕ, KA 
Лут 33, ОХР Л: РЕ X° 的 移 择 要 求 较 严 格 ， 如 果 
X° 与 极 小 值 点 X* MAR, HAREEK. HER Æ x A 
TIRER EEE A 04 К ерат X О, Е ЗАЛИЛ Т. 
ПС ЕАС а Н Е АА ШЖ Дш. ЖЫ А" 的 校正 量 A X* 以 
后 ， 不 把 X AX ФЕНИ #+1 次 近似 ， 而 将 АА" 作为 
下 一 步 搜索 方向 。 从 半点 时 发 ， 座 该 方向 用 一 维 搜 索 方 法 求 函数 
FCX) АТА, MR At iE ЛОХ НААЛ) 为 极 小 ， 然 后 令 
Хет ХААХ (6—74) 
将 Хз КЖФ X EAR 8-1 次 近似 ， 重 复 上 述 过 程 ,直到 
MAXIE 为 止 ， 这 时 ХК, ЖО = fOX9), At ЖЕ 
ЖЕРӘЕЛРКӘҢНШ GS e 102 КЮ ТӘ о 


$ 6-6 ЖУЫ 
一 、 以 二 次 函数 为 例 对 本 章 所 述 前 四 种 方法 进行 比较 
设 从 X° 出 发 。 
模 度 法 一 一 每 步 以 负 梯 度 方向 -9 为 搜索 方向 ， 要 走 很 多 步 
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ЖИА Х* 附近 ， 走 一 步 以 后 得 全 = 天 "一 AP Ps 
Әзо . 

牛顿 法 一 一 从 X° 藻 负 梯 谋 方向 转 一 角度 АЗ, —¿zP n] ЖЗ 
革 *， 因 为 它 用 了 一 次 和 二 次 梯度 人 信息， 区 != X*= Х°- Ao, 
#°=\7/(Х°)„ БЕН, X's X- AA 9°, 

其 轿 梯 度 法 一 一 从 X: 取 -9 БР 的 组 合作 为 搜索 方向 
Pi，P! 5P 对 А ЖШ, АНТТАРЫ В ІНІҢ 8, 
两 步 达 最 优点 。 

БЕР 变 尺度 法 一 一 对 二 次 
函数 第 一 步 用 梯度 法 ，P?= – 
16%, НУЫ Р! = S! (HH hD 
-五 19!， 两 步 到 达 最 优点 ， 到 
ЖЕ Ж 9, Р= ~ Hg*= 一 
А19, 

图 6—17 Жк Ж 
极 值 的 不 同 搜索 方向 。 共 轿 梯 度 
法 及 变 尺 度 法 第 2 步 的 搜索 方向 
S! ДЕЕ ІН. 


É] 6—11 不 同方 法 的 搜索 方向 


四 种 方法 的 搜索 方向 如 下 表 
方法 名 称 | 搜索 方向 P 
梯度 法 | -g 
牛顿 法 | - Аһ“! 
ЖОКЕ | -g*"'i+ Ры 
DFP 变 尺度 法 — "+10 
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二 、 以 梯度 法 为 基础 的 无 约束 最 优化 方法 比较 表 


梯度 法 (1847) 牛顿 法 
P* (第 & 步 -THX Ауу 
P 一 
正定 Hesse 
X“ = X'+ ` рар 21а A= V° f (X) 
Ар» ы 
ЕСТЕ 
хан XK х 
фе 2700 ctga = Ау! 
e ш 以 х" 点 切线 首 
| = V f (x*) СВЕН 28 
ск АШ 
руе" 
С | | 
KK ARE - қазар 22) 
жне j 
©, ШЕЛЕК | So,S1, 负 梯度 方向 So 和 牛顿 方向 
Х* 最 优点 — | 
说 明 ， VvV/(X”)=C+QX* | VAO ни 
RRES КЕЛП РЫС, = Хо - О-у AX’) 
i HERR KARRE. i ЧЕЛСИ Су ВЕЛИ 
应 用 范围 | 小 规模 ,变量 数 vc10, 开 局 收 局 | 
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ЖЕ ДЕЕ (FR H) 1964 


25 V ( X") + Ве рк-1 


= A 
ге Gn) 


(Ах, ›)=0, A=w1-P: 
x Ж у XF А БФ 


SS 


st юлы ` 100) 


рі- _ TIX) + Р, 
(РӘТОРО-0 | 
ЖАКЫНЫ. ГЮ, А 
AEDA: Ba, ҖЕН 


方向 。 


大 规模 ，# 之 200 | 
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онаа Ht: + B+- 


ду ERER (DEP 28) 1959 


一 了 7 уух» 


а 
Н°= І, Н*= Ап 
В", С* 为 nx n 对 称 阵 


хк) 


WiCx*+1 


P) ctg Мт ctga HA 
ctgB = Ht, ctga = АС! 


St HHD IA 
тада 
有 二 次 终结 性 质 ， ЖЫ, A 
ЖИЕ» ЖҚА, ІН. 


中 小 规模 n=50~150 - 


三 、 无 约束 极 值 问题 计算 举例 


问题 min СХ) = xt taxira txt ХТОХ 


2 2 
Ма 
2 4 
` 1 0 
初始 点 x-| | 最 优点 | | /0(Х*®) = 0。 
- 0 


; 2x1 T 2x; 
2) V f (X: = 
N= XE 


2x í + 4 x; 
k 
Хе Х*+ AX t= Xt + RDP, ( ану», Sh Р ) 


ШЕТ 
P” 为 搜索 方向 ，S* 为 沿 搜 索 方向 单位 向 量 ，at 为 步 长 ， 
А*= а*/|Р\І. ; 


"ә НИМ 
кеюн] 1] | 
Gal lal ls 


牛顿 法 从 [ _ 2 ] 出 发 ， 一 步 到 达 最 优点 『 9 ] ， 步 长 为 
ПАЛ УУ ХӘ а TI+2 =Z 5, 
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- 0.253 


[е [ы] {| == 
| 2. 


4 | Шара ын, 
0.056 Г 0.048], 6] 
5 0.0016 э | —0.0506 
-0.032 1 -0.016] У 40 ~ 2 


a Е Бан £ Сс 1 жұлт 
6 0.00032 т. -0.01012 
— 0.016 | 1 -0.048 м40| -6 

本 例 中 (X 以 0.2 的 速率 线性 下 降 ， 即 /ХХ9-(0.20% 


КА», Ң k> 时 ，f(X*)->0。 应 用 最 优 梯度 法 ， 前 后 两 步 的 
搜索 方向 相互 七 直 。 
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КЛ |. б. =. : 

Қаса МИЕ НЕ 
к ғ | 5 1- | o. 
ЛЕ МРК БЕЛШЕПНЕШ 
ПУХ | в ав | 


B° 0.04 


— 一 一 -一 -一 | 一 一 一 一 一 一 一 


е = 


РОЮЗЖАРУ | 10042-404 +5 0,.642221.64+1] 


2% 0.2 1.25 
| 


атана ӘРМЕН» ЖСН МОЕ 
向 ， 两 步 达 最 优点 X*=| 0 |, 


4. ПЕР RER 


ШЫ о [ 0.7538 | 
0.4307 0.7538 - 0.4307 0.2461 
- 0.5 
0.5 


k 0 | 1 2 
аты Ж 5 о: 
~ ЕН | 区 4 „| 
СХ 5 | 1 | 0 
Bs [ ДЕД | 0.98 Eo p 
| 0.06 0.18] | |-9.56 0.32 
| 
_ | 


0.7738 -0. | i 


11 1-0.5708 0.4262 — 0.5 


* 289 • 


Ё | | 0 ! 1 | 


ШИ | ` А o| o 


р» PS SAR s 
6 | 0.6153 


OA Pn 100 - 404 +5 |0,59017/2-1.53844-1 一 


дж 0.2 1.3 | 
= p 1” a `= 一 | 一 - 
мелер 32% Жатар = 9 T. 2 — Y! - К а 
Ag ЕН [7 0. A 


DEP 变 尺 度 法 第 一 步 沿 负 梯 度 方向 ,第 二 步 方向 与 共 轿 梯 度 
方向 相近 ， 两 步 达 最 优点 。 

将 以 上 结果 综合 ， 可 见 对 二 次 函数 极 值 问题 ， 

牛顿 法-- 步 过 最 优 ， |711, а, 

ЗВЕР РОЗА ДЕЕ, _ 


已 "= | А%= 0.2 
Е 12 
рі | Al=1 25 
0.64 
变 尺 许 汪 两 步 达 最 优 ， 


Po=| |, 2°=0.2 
6 


— 1.0769 
Рі- í, A'=1.3 
0.6153 
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Н = 1 
0.7738 — 7.3708 
П = 
-0.3708 0. 4262 


1.0 -0.5 
ғ-| іе 
一 0. 0.5 


сл 


梯度 法 则 走 很 多 步 ， 收 敛 速率 是 线性 的 。 
1960 年 Rosenbrock 提出 了 一 个 检验 各 种 算法 的 标准 上 且 标 沙 
数 ， 称 为 坛 验 函 数 ，[ 注 1 
ЇХ) =100(х.- x) + (1- хі)! 
这 个 函数 的 特点 是 ， 每 个 等 高 面 是 一 个 窄 长 弯曲 的 谷 道 ， 争 形象 香 
E, Ху Ж ЩЙ. Ел Ж Х*=(1, 107, ](Х®у=0, 
(HR 6—18) 。 


图 【6 一 19) Rosenbrock РЫН 


[E] 其 全 的 试验 函数 还 很多 ， 详 元 本 章 队 录 。 
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ЛАРЕ ИВА GOETRE жақта X= 
(-1, 107, ARAT”, 


1. 最 速 下 降 法 
选 代 次 数 | хі | X2 | f(x, x) 
0 -1.000 1.000 | 4.00 
1 - 0.995 1.000 3.99 
2 : - 0.995 0.990 - 3.98 
3 ШЕРГЕ 0.990. 3.97 
4 — 0.990 0.979 | 3.96 
5 -0.984 0.979 | 3.95 
6 | —0,984 0.968 | 3.94 
7 -0.979 0.968 | 3.93 
8 — 0.978 0.956 i 3.91 
9 -0.978 0.956 | 3.90 
10 -0.972 0.944 3.89 
20 — 0.935 0.872 | 3.75 
30 — 0.899 0.806 | 3.61 
40 | -0.862 0.741 | 3.47 
50 | =0.824 0.678 | 3.33 
60 | -0.784 0.613 3.18 
70 ， 0.742 0.550 | 3.03 
80 | -0.698 0.487 2.88 
90 -0.650 ; 0.422 2.72 
100 -0.594 0.352 | 2.54 


RE] KARIR, ЗАҚ 100 次 ， 停 机 。 
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ЖЕ хі ха | fixi х) 
0 -1.000 1.000 | 4.00 
1 1.000 -3.000 | 1599.99 
2 1.000 0.999 | 0.00 
3 1.000 1.000 0.00 
[ 注 ] 站 顿 法 收敛 最 快 。 
3. ЖБЕК 
ЖКЖ | a ma ЕЛЕУ 
0 | -1.000 ` 1.000 4.00 
1 -0.9965 1.000 4.00 
2 | -0.983 | 0.988 3.99 
3 -0.472 0.248 3.98 
4 -0.451 0.204 2.23 
5 -0.358 0.100 2.11 
6 -0.300 0.049 1.92 
7 -0.249 0.010 1.86 
8 — 0.213 -0.012 1.83 
9 -0.171 — 0.035 1.81 
10 -0.146 -0.047 1.79 
15 -0.011 -0.082 1.70 
20 0.124 -0.077 1.63 
30 0.365 0.029 1.52 
40 0.646 0.307 | 1.34 
45 0.829 0.579 1.20 
50 1.061 1.027 1.04 
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ИКЕ БЕРК АЯТ 4 Өз, ИЕА ИЕ ЛРЙ БЖ 


选 代 次 数 xı 
55 1.402 
60 1.555 
65 1.541 
70 1.087 
71 1.007 
72 1.004 
73 1.004 
[ 注 ] 
下 降 法 100 次 选 代 所 得 结果 。 
4. ОЕР 谈 尺 度 法 
述 代 次 数 хі 
0 -1.000 
1 - 0.995 
2 | -0.776 
3 | -0.664 
4 | -0,254 
5 | —0.267 
6 - 0.082 
7 0.105 
8 0.128 
9 0.269 
10 0.371 
11 0.457 
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| 


' 
' 
i 


Xa 


1.901 
2,420 
2,387 
1.173 
1.012 
1.009 
1.009 


Í Ca, Xz) 


.65 
.31 
.81 
„02 
.01 
.00 
0.00 


о оо о о 


К | Кх. ж) 
1.000 4.00 
1.000 4.00 
0.562 3.99 
0.382 3.31 
0.029 |! 3.11 
0.065 ` 1.70 
— 0.026 1.61 
— 0.029 1.28 
0.021 0.96 
0.050 0.76 
0.106 0.58 
0.221 0.50 


х н 


ЖЯ Xi Xa TEx ху) 
12 0.599 0.300 0.31 
13 0.621 0.366 0.21 
14 0.836 0.690 0.18 
15 0.828 0.665, 0.04 
16 0.912 0.825 0.03 
1? 0.961 0.927 0.01 
18 096 | 0.972 0.00 
19 | 1.00 Í 1.000 0.00 
20 | 09 | 0.999 | 0.00 


最 速 下 降 法 ，100 ИАКО, РОХ) =2.54， 远 设 有 到 最 优 
ІН. | 
қоң, 3 次 迭代 到 达 最 优点 。 但 如 果 初 始点 选 得 不 合适 ， 不 
能 保证 收敛 。 

共 罗 梯度 法 ，73 次 逮 代 接近 最 优点 ，x1= 1.004, x,=1.009, 

БЕР жы фа, 20 次 近代 得 最 优点 。 

习 题 
1. 应 用 虹 优 梯度 算法 证 明 下 述 二 次 外 数 满足 关系 式 : 
[Vf(X9)]V/0X!')=0 Х°=[4, АР 
РОХ) = T (t + 2, 
用 图 标明 梯度 向 量 关 系 。 
| 4 -72/289 
2. ея г-І 4 i F 1222888], RURY 


对 下 述 正 定 阵 Q@ ЖАН 38627 
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"252 зі i | 
а. o=] b. Q= 
-1 1 0 4 


ЕЖ /(Х)у=(х,-х»+ xs)2+ ( — Xi + xs + ха)% (хі 
+x- хә, MEADAR, -РАЯ, 三 次 搜索 方向 依次 


Жл | 
‚мы ЦЕ 
à 1 = 0 , Sales 1 + 5 57 = 0 
0 0 1 
第 二 步 选 代 搜索 方向 各 为 
0 0 0 
sa-i], Нн ЕЛ 
0 1 - 2/89 


а. 问 两 步 内 能 否 搜索 到 极 值 点 [0, 0, 017, ЖА? 
b. 如 果 和 希望 两 步 内 搜索 到 极 值 点 ， 则 S,' 应 如 何 修改 ? 


` a 
[зё]: 可 令 su -| 228] а 为 待定 常数 。 


3. 


4. AFIA R fO = 5х0 + yt Жаха — 21 的 极 小 


信 。 证 明 从 任何 起 始点 出 发 ， 用 后 上 顿 法 一 次 选 代 均 可 求 出 该 函数 极 
МЕ. 


паж), яф |], жх, 


5. МЕЕ ЛЕЛЕКИ f(X) 的 极 小 值 


1 1 1 10 
РОО---ХТОХ, Q= , Ë X" = 

2 1 2 -5 
ЖАНҒАРА». 


6. 用 DEP 变 尺度 法 求 (XX) = 2Х70Х 的 极 小 值 ， 先 
代 计算 两 步 。 
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3 -1 
o-| | Х°=[10, 1017 
1 


一 1 
计算 н, H’, 并 与 A 比较 。 
А 为 Hesse [Ж 


附录 “考核 无 约束 最 优化 算法 的 几 种 试验 函数 


Де (АС ТОСТ ©. Чоо 
1. l100(x;j—2x2)2 + (1 — x 2° (-1.2,17 0 (1,1) 
2. (х,-х94ғ(1-х1)% (-1.2,17 0 (1,1) 
8. (х. 212)2+100(1- x1)? (-1.2,1) 0 (1,1) 
4. 100(х. – х18)2+ (1х1)? (-1.2,1) 0 (1,1) 
5. [1.5— x (1-x,)]° + [2.25 ~ x,(1 0 (3,1/2) 
— х2) ]2+ [2.625 — x,(1 — ха 
6, (xi +10x,)2+ 5(xs— x4)2 (-3,—1, 0 (0,0,0,0) 
+ (x, —2Xs)4+ 10(x, — x4)" 0,1) 
7. 100(%,— х,2)2 + (1 —x,)° + (-3,-1, 0 (1,1,1,1) 
90(x,— хз2)2 + (1 — ха)? + -3, —1) 


10.1(х»—1)%+ (x, = 1)2 + 
19,8(х,-1)(х,-1) 


——————————————- ҤЕ  :г г —————_—.._—. | U 
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第 七 章 ”有 约束 最 优化 问题 的 数值 解法 


前 一 章 讨 论 了 以 梯度 让 为 基础 的 无 约束 最 优化 问题 的 数值 算 
法 ， 其 可 行 解 域 是 整个 欧 氏 空 间 。 | 
本 章 将 介绍 有 约束 最 优化 问题 的 数值 算法 。 问题 的 标准 形式 是 
min f(X) 
g: XS ісі, 2, = m 


对 于 等 式 约束 的 最 优化 问题 ， 其 可 行 解 域 在 约束 集合 上 。 上 古典 
的 方法 是 拉 属 朗 日 乘 子 法 。 罚 亲 数 法 是 一 种 数值 解法 , 它 是 将 等 式 约 
束 下 的 最 优化 问题 化 为 无 约束 的 最 优化 问题 ， 随 着 罚 因 子 取信 的 变 
化 ， 最 优 解 也 不 断 地 改变 ， 最 后 收敛 到 原 问题 的 最 优 解 。 因 此 这 种 
方法 是 要 求解 一 系列 的 无 约束 极 值 问 题 ， 可 以 用 解析 法 或 者 前 两 党 
介绍 的 任何 一 种 数值 方法 求解 。 

对 于 不 等 式 约束 的 景 优化 问题 ， 可 行 解 域 限 制 在 约束 集合 内 或 
约束 集合 上 。 处 理 这 类 问题 有 也 种 方法 : | 

1. 间接 法 。 弹 函数 法 是 共 中 的 一 种 。 包 括 内 点 法 和 外 点 法 。 

2. 直接 法 。 其 中 包括 : 

а. 沿 约 束 边 界 导 优 法 一 一 在 可 行 域内 选择 一 个 起 始点 ， 沿 目 
标 函 数 梯 庆 方 向 前 进 ， 到 达 约 东边 界 时 ， 沿 边界 移动 搜索 。 

b. 近似 规划 法 一 一 或 你 线性 通 近 法 ， 将 非 线性 规划 问题 近似 
为 线性 规划 问题 ， 逐 次 近似 求解 
О в. 可 行 方向 法 一 一 每 次 送 代 包括 两 步 ， 第 一 步 是 在 可 行 域内 

某 点 寻找 有 用 的 可 行 方 筷 ， 第 二 步 沿 该 方向 确定 一 个 合适 的 步 长 。 

d. 樟 度 投影 法 -一 适用 于 线性 约束 的 非 线性 规划 问题 。 它 要 
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Же НЕ 3 БЕ ЛЕЛЕРИ РЕ ИЕ ЖА ЕСЕ, ННІЛДІ ЖЕ 
索 方 问 > 
Кн ТА, Жана НЕА, 


57-51 Жїр ЖОНУ Аа Ж ЙТЫ] 


вА М Н УГ ТЕ у — Ahk AER ER ЖИР] АШ АУ Ж E ЛЕ 
#&, ЕЗД ДЕЙН ЁК К ЖЕЕ Е TP f hyk 2 — Ж 
列 求 罚 国 数 的 极 小 值 ， 从 而 将 原 问 题 转化 为 求解 一 系列 无 约束 极 值 
问题 ， 称 为 序 贰 无 约束 极 小 化 方法 《9equent'al Uncorstraied 
Minimization Technique) ， 简 称 SUMT, 
设 最 优化 问题 为 
mir f(X) 
g:(X)=0, ісі, 2, =, m 


图 7 一 1 ЕЖАЯН- ТКЕН 
的 最 优 和 解 ， 可 行 解 域 就 是 约 来 方程 
g(X)=0, 

罚 函 数 法 是 将 原 H ТЕСЕ СХ) HARB „(ху =0 
增 广 为 一 个 新 的 函数 ， 称 为 罚 函 数 P 图 ?7 一 ! 有 等 式 约 束 的 最 优 解 


Р(Х, Мо = РОХ + МА [g СОР (7—1) 


М, 是 一 个 很 大 的 正 数 ， 称 为 罚 因 于 或 罚 参 数 。 当 g(X)*0, H 
不 满足 约 来 等 式 时 ， 罚 函数 的 值 Р(Х, МО 将 很 大 ， 只 有 当 
2 Оо 时 ， 罚 函数 P ASTRE OO, KEMAT М, 
的 引入 相当 于 对 不 遵守 等 式 约束 的 某 种 惩罚 。 

MÈINO 称 为 罚 项 ， 各 果 对 不 同 的 约束 方程 加 不 同 的 
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ж, M| (т—1) 式 中 的 罚 项 应 改 为 


Мох 


式 中 М, 表示 对 第 i 个 约束 所 加 的 权 因 子 《 罚 因子 )。 

(7—1) Аф Р(Х, Мо 是 约束 函数 与 目标 函数 X) 的 
ав, илн а. К РОХ, Mo 的 极 小 值 是 一 个 无 约束 最 
优化 问题 : 


шіпР(Ж, Мь) = min РХ) + ME Lg CX]: | 
ізі 


它 等 价 于 求 原 函数 ХХ) 在 等 式 约束 gX) =0 下 的 最 优化 问题 。 

Р(Х, MO 的 最 优点 与 M, 有 关 ， 记 作 X, X*(M,), 
KFE PER, AEAF, M 表示 第 k ЖА ҚИ 
取 的 罚 因 子 ， 而 ХАН ЖАНА ҚЫЛИ УЖЕ Me ІН Ед 
пип Р(Х, МО 的 最 优 解 。 

显 见 Мы 应 大 于 We， 即 随 着 迭代 过 程 的 进展 ，， 罚 因子 越 
取 越 天， 迫使 g0 趋 近 于 零 ， 才 能 使 РОХ, МО 为 极 小 。 最 
后 Х,* Т СХ) 的 最 优 解 ， 这 时 一 定 满足 gi( 和) =0 的 约 
ЖЕ. 

为 了 说 明 罚 函数 法 的 实质 ， 我 们 举 一 个 最 简单 的 例子 ， 并 用 解 
析 法 求解 。 

Ел min f(X)=x +x, ХЕ Е 

g(X)=x,—1=0 
FJ x Tu Ж 
Р(Х, M,)=x°+ x+ М(х. 1)? 


求 上 式 的 极 小 值 ， 用 解析 方法 : 
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=0, 2v1= 0， xi" =0 


ВР _ I ТН ұл _ M, 
Әх, =0, 2х2:2М,0х- 1) т9, x (Ma) = ТЕМ, 


ERAT M, 选取 不 同 хОМЫ 也 不 同 ， 下 表 列 出 按 上 式 计算 
的 结果 。 


М, Oji; 21 5 | 10, % 
x (Ma) > 0 0.5 2/3 :0.833 0.91 өз 1 


М„=0 的 情况 实际 上 就 是 求 QOD 的 无 约束 极 值 。 当 M. 增 
大 时 ， 最 优 解 x2* 以 非 线性 形式 向 约束 方程 x; 一 1=0 移动 ， 见 图 
7 一 2。 

24 Мэ co PF, 
xl ВШ 等 式 约 束 х„-1 
= 0. 

这 时 СХ) = P(X*)=1, 

应 用 数值 法 时 ， 鞠 取 一 个 初始 
的 罚 因 子 Му, RE — ATAR 
Р(Х, МО 极 小 值 , 得 第 一 步 的 无 
约束 最 优 解 X", HA 罚 IN +, 
Ж-КА Mo КН САП jg 7.-2 基 函 数 法 求 等 式 
ЕЖ Р(Х, Ma) 极 小 值 ， 得 第 二 约束 最 优化 问题 
个 无 约束 最 优 解 K, “ЖОЖ СХ) gX = 10 ` 
足 千 式 约束 为 止 。 

罚 函 数 法 求解 有 等 式 约 来 的 景 优化 问题 与 占 洲 的 拉 格 朗 日 法 是 
很 相似 的 ， 因此 我 们 可 以 找 旧 昼 因 子 于 与 拉 格 记 日 乘 子 4 之 间 的 关 
Ж. 


© АШИМ Мә 
ж-3 
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& Pr 6 BR Н ЕҢ 2) 


LIX, А)= f(X) +A (X) 


ҮШЕУ 
Р(Х, Мә = f(X +  М[о:(Х)]* 
іі 
H. 2E =, 得 
х; 
fX) <<) да ХЭ) = 
Әх; р 2.2. Әх; i 0 
әр, 
Ж FPN =0, 1% 
ӘХ) _ S М.о, да ХУ ЖЕ 


H (7—2), (7—3) жай 


тл OA о и ху 200. 
ізі ; i=l ғ 
或 sti 


上 式 表示 在 极 什 点 附近 ， 罚 因子 Ma БИН ЖТ А, MARA 
Ж gX) FEWER 

HRH RIT, Œ 2-0 时 得 到 原 目 标 函 数 的 (X) 的 
无 约束 最 优点 ， 当 А, 为 最 优 时 得 到 拉 格 朗 日 函数 LOX.A) іш 
A, РОХ) 在 等 式 约束 下 的 极 小 值 。 

用 罚 函 数 法 ， 罚 因子 M = 0 时 ， 得 到 ОХ) 的 无 约束 最 优 
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点 ， 当 М 充分 大 或 趋 于 ohj, KAIKA ХА) 在 等 式 约束 下 
的 最 优点 。 


57-2 SUMT 外 点 法 


应 用 办 函数 法 求解 不 等 式 约束 的 非 线性 规划 问题 有 有 两 大 类 
一 、 外 点 法 


构造 恒 函 数 以 后 ， 在 搜索 无 约束 和 极 值 点 的 过 程 中 ， 搜索 点 列 
Х.Х. ВЧИВ РАК Х* ЈЕ y. ФУ SUMT 
外 点 法 


二 、 内 点 法 


搜索 极 什 点 过 程 中 ， 搜 索 点 列 *X!、 关 2、… 终 始 位 于 可 行 解 域 
兴 ， 并 逐步 向 最 优点 X* EE, RA SUMT 内 点 法 。 

图 7 一 3 形 示 不 等 式 约束 的 最 优化 问题 用 罚 函 数 法 求解 时 ， 搜 
索 点 列 Хі. Хі. + 所 处 的 位 置 ， 图 7 一 3@ 为 内 点 法 ， 图 7-35 
为 外 点 法 。 两 种 方法 罚 国 数 的 形式 是 不 同 的 。 


069; BONO 


x 


(а) 内 点 法 (b) 外 点 法 
Е 1-3 SUMT 法 的 搜索 过 程 
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本 节 介 绍 外 点 法 。 


不 等 式 约束 的 最 优化 问题 为 ， 
ша f(X) ХЄЕ" (1—5) 
д‹‹(Х)<0 i=l, 2, =, т 
жатк 
PX, r= FOO + [g ulg) (7—6) 


式 中 r, 为 第 步 选 代 时 的 罚 因子 ，?i :> 
ug) 为 单位 阶 跃 孙 数 。 
网 Ж g (X)<0 满足 约束 
ш(о;) = (1—7) 
| 1, ЖоХХО>0 ЖЕЖ 
ЯН НО, ИЩ (7—6) Ааа ы 


Р(Х, ri)=f(X) +È rulu O ulg) 


A ra 为 对 应 于 第 i 个 约束 第 & 步 迁 代 时 所 取 的 罚 因 子 。 
(7—6) 式 也 可 用 下 式 表 示 ， 二 者 是 等 同 的 。 


Р(Х, по = Кқ тах(о О.Н 


AP тах[(9:Х), 0] 表示 在 о (Хо M 0 之 间 选 择 最 大 者 : 


车 g X0, MEAR 
max[g:( X), 0]= | 
gX), Жа ХЭ>0, ЖЧ 
»— ЖЕН. 25 


Р(Х, ғ) = (Хх) + ТЕР ӨТЕР? ғытта 
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如 果 (7—5) ААЖ» о,(ХУ>0, i=l, 2, “ет 
则 可 以 将 它 变换 为 过 0 的 形式 ， 


”在 畦 函数 中 gX) 的 符号 为 + R -. 由 0/Х06<0 $ >0 9% 
定 。 | 

34183 ЭХ} 在 可 行 解 域内 ，ti(g;) = 0, s max[g (X), 
01-0, ШЖ 1X) 在 可 行 解 域外 ， 即 这 时 没有 满足 约束 ， 我 们 令 
ш(447-1 % max[g, (X), 0] = 9:0), RH 这 时 将 不 等 式 约束 
按 等 式 约束 处 理 ， 罚 因子 rs 起 作用 ， 因 此 如 果 {Х°} 在 可 行 解 域 
外 而 又 远离 边界 ， 则 PCX, ro ARAK, AWATAR 的 作用 是 
不 让 X“ 远离 边界 。 
[ 例 1] min /(ху=х 

9(x) =хг2>0 


令 约束 为 —х<0 

构造 罚 函 数 : ， 

р И ӨРТ Ma 
Р(х,к) = f (x) +r ulg) 


(7—8) \ А 


P (x ri) = x + х? с) 


Р(х,ғ) = x xz: 0 图 7-4 SUMT 外 点 法 的 例子 
(7—9) Жота, g(w#)=z>ÜD 
НІНЕ Р(х, г) ШЕЖЕ 
ТЕ | 

2-0, RETRAT 
1 
ж аир 7 
xF (rp) = Xa ari 
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当 re> co RF, ху*—>0, 它 就 是 ОХ) 在 不 等 式 约束 下 的 极 值 点 。 

图 7 一 4 表示 用 SUMT 外 点 法 求解 最 优点 的 过 程 ，M1、 M.. 
М» 分 别 表示 不 同 rs 时 函数 x + гах? 的 图 形 ， 这 是 抛物 线 ， 只 
有 当 rroo 时 ，x 一 0 即 满 足 原 问题 的 不 等 式 约 束 。 由 图 可 见 ， 
{ӨЧЕН ЖИМИ хее = хг) 由 非 可 行 解 域 逐步 向 约束 边界 收 
鳅 允 近 。 这 就 是 外 点 法 的 名 称 由 来 。 

每 步 渤 代 ， 选 取 不 同 的 罚 因 子 rk*， 因 此 罚 范 数 法 的 实质 .是 将 
原来 有 不 等 式 约 束 的 最 优化 问题 转化 为 求解 一 系列 罚 函 数 P(X， 
ra). 的 无 约束 最 优化 问题 。 这 就 是 为 什么 罚 函数 法 又 称 SUMT 法 
ВО А, КЛАД АТ, АТЕНЕ ВАВА та, ЕАН 
步 加 大 罚 因 子 ， 取 ғас>т, с> б", PTa 

下 面 再 举 两 个 例子 。 
[ 例 2] 最 优化 问题 为 


max жі) 或 min (-— x) 
gı X) = (х,—1)9+ (x; — 2) 0 
Ga X) = (х - 1) + (2 — xs) 0 
gX) = xiZ=0 
g (X) = x, >À - 

ре Ti| А 图 7—5 例 2 的 图 解 

Р(Х, т) = -xit ralli 1)? + (x, — 2)]*u 600 
+ rial (1 — 1)3+ (Q х) Таса) 


+ riaX1 Hs( Qs) + ғыхаш (240 


--ізбы Оа-1 (а 20], 198,601) 


+ 6гь[(х,—1)%9+(2— жа) хі -1)44 (gx) 52ғахіа (03010 
» 806 = 


54 2ғ4 ((хі-108% (xs ~ 2)]u(g) 
х3 I 


29ГО 1084 (2-а) eo yaa anto =0 
式 中 Ғы. Ғы. Каз, Ға DURERE ЕМ pz T 2 ЯРА Ж Six 92 
дз. 94 的 权 因 子 。 
对 于 第 一 象限 中 〈 旷 满足 ха>0, х„=0) ЖЖК F 以 外 的 
H, Ж 1.091) =н(09:) = 1, usl 08) = нб 04) = 0, 
设 取 ra=re=ro ЩЩ =0 得 
Xa 


4r (x, —2)= 0 EE E 0 


H 2P _ 0 


Әхі 


bagir es 
| 12ғ, 


Ж r> 0, Хү*—>1 


所 以 а(Х)-0 5 2,(X)=0 的 交点 即 为 x, 的 最 大 点 ， 满 足 所 
有 不 等 式 约束 。 | 

图 7-5 АЙН. ХР ТЕА {ЫЛ УН ВЕ 8 — Elsa 
定理 求解 。 


[ 例 3] ті f(X)= x,t x, ХЕ Е 
gal X )=3x, +2% – 6>:0 
G: X ) = x Z 0 
gs( X ) = хұ>>0 
RAAME- ls E SE ЖЕ, ЖЕУ BH H ВА, 
- 30T ° 


СА; А) = xit x, + A, (3x + 2x, ~ 6) + Àx t Аах» 
根据 库 因 一 图 克 条 件 可 知 ， 
21. = 2x, +ЗАЏ + А = 0 
дх! 


aL =2%, +2À + Аз = 0 
ж 


8 -3х.%2х)-6>0 


А. (3х1 + 2х. -6) = 0 


А,х,=0 
Азхо = 0 
解 得 ， 
2\ 
1 18 13 
Жек”. 2% 

13| 12 9 
0; 


НТР РЕЖЕ, ЕРА: 
- Р(Х, r.) =xú + xE trax %2х,- 6)®ну( д.) 


+rk2X *uy( ga) +r% usl ga) 


设 点 X 在 第 一 象限 的 可 行 解 域 以 外 ， 则 хіз>0. x,+2=0 的 约束 能 


”308。 


МН, 2. мш6(0)=0, us(ga)=0, {Е о. ХО>0 没有 满足 ， 
м0) =1,  гы= rk 
求 最 优 解 ， 令 


ӘР әх ter 3x + 2xs— 6) -0 
Әхі 


PP муат, (3х,%2х,-6)0 
дх, 


ж = 96% | 
їз AT (ra) = 2 + 26r,, 
ж = 24ғ, 
хь (ть) об 


当 X 趋 于 约束 边界 0 СХ) = 0 WER, ruse 
由 《7 一 4) 式 可 知 这 时 


АЖ- lim 2rag9:(X)u( ge) (7—10) 


баг > СО 


ЖЕГЕ К={Х|о;(Х);>0} АЖ, ғы>0, 
6.СХОш5а:2<20, 


例 3 中 ， 


= 36 | 224% | 
27,0. X) = 27, [| 2+ 26гь 4 „1—4 6 | 


* 309 = 


== — 24, 
2+ 25ғ, 
Ж (7-10 式 可 得 
басе 2--26ғ, 1359 


SUMT ЖАННА ЕГЕ. 

1， 设 起 始点 为 X°, Ж НТ] Ғғ» б ісі, LAE 
Ан -=0; с2>1, 

k 


2 Ж Xe ЖИВ РОХ, ғ.) Aeh [Х,* = X*(r,)], 


Р(Х, тә = JOO + rg O Jug) 


5. 检验 Xt 是 否 满足 所 有 约束 ? € X,* 为 可 行 解 ， 则 它 


REN REER, BRE, 停机 。 否 则 继续 进行 下 去 。 
4. 选择 罚 因 子 Ға» 应 有 下 述 关 系 


һао>ғь 
令 有 =R+1， 转 回 第 2 步 。 
[ 例 4] - 
ін РОХ) =G + ха, Xe =E 
约束 gi(X)=1- Xe0 


gal X) = те х5<0 


т. отын SUMT 外 点 法 ， 我 们 用 经 典 法 求 无 约束 极 小 化 问 
m, HARA | 


Р(Х, rg) = Eert Ов x tralmax[0 1] 


+ra{max[0, – x21}? 


.310» 


~ft. 


РОХ, ғо 的 无 约束 极 小 条 件 为 


(1) PP хув 1)2- 20: {тах[0, 1-%1]}=0 
дхі 
2 
(2) СТРИ еее 
Өх» 


Ой 1-x,<0, ШШ Ж 000 DF, max[0, 1-х1]=0, 
由 第 (1) 式 Cxi+1)2=0, х= 一 1， 上 假设 有 矛盾 。 

设 1 -x+t>0， 即 不 满足 约束 gX )<0, тах[0, 1- х1] =1- х3, 
由 第 (1) Ж Cx i+1)2-2r,(1-xi)= 0, ШАЯН х= 一 1 一 rs+ 
ме dr. 时 ，(1) RTE ARE (2) 式 只 有 当 1+2г,х»= 
0 时 才 成 立 。 故 有 x; = -1/2rao 


ТП ғ 不 断 增 加 时 ， 东 数 值 变化 情况 。 


r | x," l iat ры)” ре 
0.001 | -0. 93775 `—500. 00000 | | -249.9962 - 500.0000 
0.01 1 -0.80975 -50.00000 -24.965 | —49.9977 | 
“о> | -0.46969 © -5.00000 -2.2344 | аата. 
1 | 0.23607 ЕСЕПТІ 09031 0.2205 
aio | ШІ | -0.05000 2.3068 | 2.0001 
100° | 0.98039 | ЕЗ 00500 2. 2.6249 2.5840 
1000 | 0.99800 | -9.00050 E 2.6624 2.6582 
10000 | 0,99983 | -0.0 00005. ТЕ 2.6655 | 2.6652 
& ИЕ" Ñ аз | в/з 


例 4 无 约束 极 小 化 问题 的 解 为 
Xr = —1-r, + Vrti, 
1 


* = æ  —— 
Xa (fa) ғ; 


57-3 SUMT 内 点 法 


设 最 优化 问题 为 
тіп f(X) ХЖЕЕ" 
оС X) >>б, іі, 2, eng т 


内 点 法 和 外 点 法 不 同 ， 它 是 在 可 行 解 城内 逐步 选 代 ， 收 合子 最 
优 解 X*。 因 此 罚 函 数 形式 也 是 不 一 样 的 。 
定义 罚 函数 为 


Р(Х, ra) > тх УЗ (7—12) 


BHR о ХО>0 KA o (X)<0, И ®%— S >0 的 形式 ， 有 
~ g (X)20, WARAY 


= | _ _ 1 Әг 
P(X, КЫЫ =, (7—13) 


AP r, ОККО, г„>0, HFN tro 是 逐次 下 
降 的 。 

(7—12) 式 中 ， 如 果 对 不 同 的 约束 加 不 同 的 权 ， 则 罚 国 数 应 为 
212% 


PX, ту = ОХ) ғы БОЗ 


原来 求 f(X) 在 2.0ХО>0 下 的 极 小 问题 变 为 求 Р(Х, 
г.) 的 约 无 束 极 小 问题 ， 针 对 一 个 ro ARE k P Fc ME, 
X*(r,)= Х,У, H rol BF, XeoX" ВШ АЈА А, jx 
RF R ЛТ В ЖЕ ЕТЕ. 

E X 在 可 行 域 肉 ， 旦 距 边 界 较 
远 ， 则 о, СХУ>0, НИЈА, 
РХ, Уа (Хз, мм») {XX 
НТА рТ ОА. 
是 某 一 个 约束 ，95;(0X)->0， 于 是 罚 
АВ РОХ, ro 很 大 ， 阻 得 { 皂 分 
越 出 边界 。 图 7—6 Жл ЕН 
Р(х, rox ARR, IRA 
9105) = x—a >09, g(x) = x—b=<0, 
可 见 在 约束 边界 gi(x) 一 0 时 ，P (x， nosira 
ra) >o, RAHE пр к Р(х, r,) Ж gola) =x—b<0 
由 得 函数 ， 因 而 SUMT WAG КВН РА Е, 


ri fi> r> fs 
2 


г 
Ts N Pes, ri) 
1 
4 


х*®= хүр co х хў хЁх} х. 


RITT Pln, тд) 9+ А 


419" 


[ 例 1] 最 优化 问题 为 


min Теху-х 
| g(x)= x>0 
用 SUMT ржы, ЖАТТА. 


rk 
Р(х, к)=х+— 
х 


取 和 初始 罚 因 子 ғ, ЖШ Aex", ЖЗНЕ 代 ， 取 r,< 
ғо ЖІ ле) = xz", ЗОВЕ, jM й bp ro 当 re>0 
ВР, хэле = 0， 选 代 过 程 中 ， 点 列 (хр 总 在 可 行 域内 ， 见 图 
7—7. 


[ 例 2] min езі а, ХЕ Е? 


СХ) = х, - 120 
ФОХ) = ха 0 
图 7 一 8 表示 这 一 例题 的 可 行 解 域 ， 最 优 解 为 X*=| |. 
СХ") = 9。 我 们 曾 用 SUMT 外 点 法 求解 过 这 一 问题 ， 现 在 用 
SUMT 内 点 法 求解 。 


图 7 一 8 例 2 的 可 行 解 战 F 图 7—9 用 内 点 法 求解 例 2 得 点 列 { 车 } 
Й 814 * 


罚 函 数 


解 得 


хуҗ (ra) = А, 1+ V", 


= 


о чо = чс G бы м н 


о © о с сос сз осон N Б 
® ғ = нк іа қ. а. „к ва ж 


最 优 解 Х* 


_ lim 


> 


И 
| жу (т) 


° 1 
Р‹Х, т и 


хі 1 


| X (r) 
| 3 
. 12 


o o сз б о < Ф Ny 
. 4а а в а а а. 
ә 
--1 
т 


о 


? х0) = rye xe-| 


УН 


i 
1 


| 


Xa” (ть) 


fe X) 


- 12. 
9. 
7. 
5. 

.92516 

.19455 

.78210 

.43304 

.23748 

‚05643 

‚95412 


М бз бз G оо қы A 


90000 
18931 
23116 
89631 


| 2.66667 = + 
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жаны, ВАЛЕТА ғ.-9, G= со, 
我 们 得 到 选 代 11 йо 0, Е, Ej ?一 9 说 明了 点 列 
(X) 在 可 行 域内 逐步 向 最 优点 Х%-| ) у, 

SUMT 内 点 法 的 选 代 过 程 如 下 

1. 设 初始 可 行 点 X 满足 所 有 严格 不 等 式 约束 即 gX 
>0，;i = 1，2，…，m， 选 取 罚 因子 初始 值 ri>>0， 令 8-1, 

2. 应 用 任何 一 种 无 约束 极 小 化 方法 求 РОХ, ғу) 的 极 小 值 ， 
并 得 到 第 & 步 选 代 的 最 优点 X", 

з. 检验 这 个 最 优点 ХО 是 否 原 问题 的 最 优 解 。 若 是 ， 则 先 
代 终止 ， 停 机 。 否 则 转 下 一 步 。 

4. 令 c<1。c 可 取 0.1 或 0.2 或 0.5 等 等 。 

5. 令 R=R+l， 取 Х”-Х,5, HA2, 

罚 因 子 初始 值 r， 可 按 下 式 选择 确定 ， 

To ek о) 


ox 


对 例 2 РЕЛЕНІ КОРЕ, ЕПТІ Ж. 

I 9k pk FUE аг ALA F E~ 6, 

(1) 由 无 约束 极 小 化 前 后 两 次 计算 结果 所 得 原 目标 国 数 相 对 差 
小 于 某 个 很 小 的 数 š, 


CD ~ OC) | 
ы | [с X) ій 
(2) [X -AX žal Se 


内 点 法 中 ， 罚 函数 的 罚 项 也 可 取 约束 函数 的 对 数 ， 这 种 内 点 法 
世 可 称 为 对 数 罚 函数 法 。 
» 16 • 


ra ха) «со | Ре) 10 нео 
1000 5,71164 31.62278 | 376.2636 132.4003 
100 3.31662 10.00000 ; 89.9772 36.8109 
10 2.04017 3.16228 , 25.3048 12.5286 
1 1.41421 1.00000 : 9.1046 5.6804 
0.1 1.14727 0.31623 ` 4.6117 3.6164 
0.01 1.04881 0.10000 3.2716 2.9667 
0.001 1.01569 0.03162 2,8569 2.7615 
0.0001 1.00499 0.01000 2.7267 2.6967 
0.00001 1.00158 0.00316 2.6856 2.6762 
0.000001 1.00050 0.00100 ， 2.6727 2.6697 
准确 值 0 | 2.6667 =È š 
设 最 优化 问题 为 
тіп (ОХ) _ KEE" 
26 ХӘ>:0 іші, 2, ==, m 
УЖ її 6 20) 
Р(Х, в) = f(X)-r 51а, СХ) (7—14) 
“А 

当 күз h ХР) X * 

[B] 3] тіп fO(X)=xit2x,, ХЄЕ? 222. 


gı X) = — x 2 + Xx, > 0 
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А СХӘтхі>0 
图 7 一 10 表示 可 行 解 域 F 及 目标 函数 等 高 线 。 


сч 


用 对 数 神 国 数 法 求解 ， 构 造 罚 函数 为 
Р(Х, "Әх-2х,-ғиИп(-хі- х4) — наах: 
这 里 假设 对 于 两 个 约束 用 相同 的 权 因子 ， 
ГТ”; = КА 
ӘР = 1 ‚ 2ra 51 „Тю 


Өх, _ x 2 + Ny хі 


ӘР Е 2-0 


Бала шысы Аш 


дх, = x? + x. 


| 1 к 
解 得 х= -1+ 1116; ) 


1 2 1 
x (r) = Қ = бы. ха +16, ) ж-ға 


图 7 一 10 ЗАТЛА 19 7—11 ЗИ АЙЛИ АУЫ X ty 
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当 уэ) 时 xref | ЕП 9; х=“ 


AERE. БАЙИ r, = 4, Ф (t= c =0.5, 
选 代 结 果 如 下 表 ， 图 7 一 11 给 出 点 列 ХС), ЖІ КОЁ 
代 。 


k | rs ху“ (ку) | хақы) f[X*(r,)1 

Е 4 0.885 | 2.781 6.447 
2 2 0.593 | 1.35 3.293 
3 1 | 0391 | 0.653 | 1.697 
4 0.5 0.375 0.39 1.155 
5 0.25 0.155 0.149 0.453 
6 | 0.15 | 0.090 | 0.0711: 0.232 
7 | 0.063 0.057 0.035 0.127 
8 , 0.032 0.029 0.017 0.063 
9 0.016 0.016 | 0.008 0.032 
10 0.008 0.00 | 0.004 0.016 
11 0.004 0.003 0.002 0.007 

准确 解 . 0 0 | 0 0 

对 于 下 述 最 优化 问题 


тіп f(X) X€ Е" 
g: X) 0 ї=1, 2, еу т 
РС Ве А Гле S сымы 


P(X, т) = ЈОХ) + ralngi(X) 
=1 
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щ 0,(Х)<о 时 ， 则 上 式 应 改 为 
Р(Х, r) = fOO + rll 9.009] 
[R 4] min /(х)-(х-2)% 
g(x)=1-x<0 或 ~g(x)=x-1>0 
ЖУН 6325, ЕМЕ Y Kg ТЫЯ: 
© Pix, т) =(х-2)%+т1п[ - g(x)] = (x -—2)?2+raln(x -1) 


pP _ _ _ r 
ах h 2(x —2) + С] 0 
解 得 x*(r.) = у» 
设 ғ,50.1 x*(r,) = 1.0271 
ғ 0.01 . x*(r,) = 1.005 


r = 10% x*(r,)=1.0005 
r ,=10 4 x*(r,) = 1.00005 
re—>0, mx*(r,) = х= 1, f(x*)=1. 


图 7—12 给 出 例 4 ВНЕ 数 


0 1 2 X 
RAAS, TURRE F f(x) 图 1—12 
及 1-х=0 的 交点 上 。 П F 及 目标 函数 


这 两 节 介绍 的 SUMT 方法 是 应 用 较 广 泛 的 算法 ， 所 举 的 例子 
比较 简单 ， 因 此 可 以 用 解析 共 求 解 罚 函数 的 最 优 什 。 实 际 问题 的 泡 
数 形式 要 复杂 得 多 ， 所 以 每 次 迭代 要 用 无 约束 极 值 的 数值 解法 如 变 
尺度 法 、 共 轿 梯 度 法 等 ， 而 生还 要 进行 一 维 搜索 ， 可 采用 0.618 
法 ， 二 次 或 三 次 插值 法 等 。 
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Š 7-4 SWIFT 方法 


前 面 介绍 的 SUMT 法 ， 罚 因子 的 选择 是 十 分 任意 的 ， 因 此 影 
响 了 数值 计算 的 收 敏 速度 。1975 年 ， Sheela В.У, 及 Ramamoor 
thy P. 用 单纯 形 法 与 罚 卫 数 法 相 结合 ， 每 步 夺 代用 单纯 形 法 求 无 
约束 航 值 ， 而 罚 项 上 加 的 权 因 子 《 罚 因子 ) 让 前 次 旭 代 结果 给 出 。 
这 就 加 快 了 计算 速度 。 这 种 方法 称 为 序 贯 加 权 因 子 靶 (Sequential 
Weight Increasing Factor Technique) 简称 SWIFT 法 。 本 节 
中 简要 地 介绍 这 -一 方法 。 

设 非 线性 规划 问题 为 

min f(X), X€ F" 
Ге X)= 0, ілі, 2, "==, m 


h X) = 0, іші, 2, е, f 
ЖЕНА АЗЫҚ RORE, ПИЯ А ERK 


TIT. RAD 为 ro MARARA НЕН Л; 
P(X, roS f(X)+r (Zh; (X)- Zh (X)-2g(X)Y 
3 сә А 3 


式 中 (= {jlh(X)>0}, 
С„={у)|Ь,(Х)<0}, 
Сз= {ilg (X) <0 
МНЕ РОХ, ro 940, тала X°, AX A 
基点 构造 单纯 形 ， 取 初始 罚 因 子 r= 1。 计算 单纯 形 各 项 点 的 图 数 


B P(X)， 每 次 交代 包括 反射 ,扩展 及 压缩 等 步骤 ， 并 构造 新 的 单 
ІШ, Жазу ӨРЕН N +1 个 项 点) : 
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1 N+l 
e= үт, 
ЕЗІЛЕ ЖК Хо 的 平均 距离 为 
1 N +1 
d= 5, lX: -Xel 
式 中 X. -Xel жан (Х,- Хо) БЖ, 

取 新 的 罚 因子 为 ram ах (та, 5}, ЖИҒАН 2 各 
”顶点 的 函数 值 P(X)， 经 过 多 次 选 代 ， 使 单纯 形 各 顶点 越 来 越 +E 
， 近 于 其 重心 ， 因 而 d 越 来 越 小 ， 罚 因子 则 越 取 越 大 ， 直 到 满足 规定 
КОНЕ. 

SWIFT 方法 无 需 计 算 函 数 导 数 ， 函 数 计算 次 数 比 SUMT J 
法 要 小 得 多 ， 方 法 简单 ， 收 敛 快 ， 适 合 于 变量 较 少 的 工程 设计 问 
题 。SWIFT 法 的 程序 框图 可 查阅 有 关 文 献 c432。 本 书 附录 中 给 出 
SWIFT 法 程序 。 


57-5 用 梯度 法 解 有 约束 的 最 优化 问题 


应 用 梯度 法 解 有 约束 最 优化 问题 ， 其 中 一 类 是 沿边 界 寻 优 法 。 
无 约束 梯度 法 中 可 行 城 是 整个 欧 氏 空间 ， 加 上 不 等 式 约 束 以 后 ， 可 
行 域 限制 在 边界 内 或 边界 上 。 选 择 一 个 起 始点 在 可 行 域内 ， 沿 梯度 
路 线 前 进 直 到 碰 到 边界 。 最 简单 的 是 所 谓 句 尖 算法 。 本 节 介 绍 锯 齿 
算法 和 梯度 投影 法 。 男 外 两 种 方法 即 线性 通 近 法 及 可 行 方向 法 分 别 
在 下 两 节 内 介绍 。 

一 、 饮 齿 算 法 

句 齿 算法 是 沿边 界 寻 优 的 方法 的 一 种 ， 是 稀 谋 法 应 用 于 有 约束 
的 情况 。 先 在 可 行 域内 沿 目 标 国 数 负 梯 庶 方 向 前 进 ， 当 到 达 可 行 城 
外 时 ， 再 沿 约 束 函 数 的 梯度 方向 折 回 来 ， 搜 索 路 线 是 沿 着 约束 边界 
曲折 前 进 的 ， 在 目标 函数 负 梯 度 和 约束 函数 梯度 之 间 不 断 变换 方 
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Х 


向 ， 象 应 幼 机 做 花边 一 样 ， 所 以 也 证 称 为 “花边 ”算法 ， 

[ 例 ] шіп /(X)=x0+2x 2, X€ EÉ: 
约束 X + Хаз>4 
设 步 长 图 定 为 1.0, Wiii X '=[1, 4.5]” М 7—13, 
目标 销 数 梯度 方向 (单位 向 基 ?为 ， 


5,- УРО) 
ДЕ, б 


1 2%; 
уахо аян! 1, 


约束 函数 的 梯度 方向 (单位 向 
Ж) 23: 


Vg(X) _ 1 Е 


2алт-с-та та - 
Х V 4. T—13 
76,6)! 211 АХ) =? +298 
ХЕ Xh + a S 20) =x tra =D 


5” ЕН PREA e Е y БЕІН Я РА Se pa ЕУ ТАТ ВС ДА {у n] Ж. 
ің X“ 在 可 行 域 内 时 ， 
$5 ==: 22 М/Х") 
` 7 /СХ*)|| 
34 Х* 在 可 行 域外 时 ， 
ТЕТО, 
则 得 搜索 点 列 如 下 表 (hL 324 页 ) 。 
最 小 值 在 约束 Xi+x,=4 或 х;=4—Х\ E, 满 是 下 述 条 件 的 
点 : 
2- (жа 2х,2] = 区 -Tea+2(4- xt] =o 
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! 
| 


ШЕ 
cjg 
дй 


1 0.89 3.5 可 行 
2 0.76 2.5 不 可 行 
3 1.47 3.21 可 行 
4 1.05 2.3 不 可 行 
5 1.76 3.01 可 行 
6 1.37 2.1 | 不 可 行 
7 2.08 2.81 可 行 
得 xı“ =2.667, х,%ш1.332 
在 最 优点 
a IAD ТУ) теа. о | 
TFI 7 ы” ,| ПЕ] о | 
即 两 者 梯度 在 该 点 相等 。 
这 种 算法 要 走 很 多 步 ， 但 它 有 一 个 自动 停机 规则 : 
A Марка). as 
ПУ ҒА IS oC ХЭ 


e 为 任意 小 的 工 数 。 
梯度 算法 只 用 到 局 部 信息 ， 因 此 所 得 为 局 部 最 优 值 ， 而 不 是 全 
局 最 优 值 ， 这 种 情况 在 可 行 域 或 目标 函数 非 凹 时 发 生 。 
=. яж 
在 等 式 约 束 情况 下 应 用 梯度 法 也 是 和 前 述 不 等 式 约束 相 侯 ， 只 
是 选 代 路 线 是 在 边界 上 。 可 行 域 是 边界 面 ， 初 始点 也 应 当 在 边界 面 
上 。 可 以 采用 消 元 法 降 维 。 
[Ë] 1] min /f(X)=x+ x+ x, ХЄ Е? 
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约束 2x1+3X2+ Xs=1 
应 用 消 元 法 ， ха-1-2х,-3х; 


піп f(X)=x°+x,2+(1-2x,— 3x,)2 


27 за, +201 2х; -3х3)(-2) =0, 5х, +6х:=2 
1 


КЛЕРА - 3х,)(-3) = 0, бх, +10х, = 3 
Әх; | 


得 оху*=0.142857, х,%-0.214285, х:* = 0.071431. 


此 俩 中 消 元 法 将 3 个 变量 、 1 个 约束 的 和 极 值 癌 题 变 成 2 个 变量 
无 约束 极 值 问题 ， 是 一 种 最 简便 的 将 有 约束 景 优化 问题 转化 为 无 约 
束 最 优化 问题 来 解 的 方法 。 
[{Я 2] max x/2+ 2х, + 3x 00, 
xit x+ x+ х= 1 
(x X2)? + (Xs — x4)? =2 
这 个 问题 原 有 4 个 变量 、 2 个 等 式 约束 ， 用 消 元 法 变 成 3 个 变 
量 、1 个 等 式 约 束 问 题 : 
тах (1~ X~ Xg- )%+2х, „3х9 + Xe ` 
约束 (1-2х,.-х,-х40%-(х.- X4)2 = 2 
ІНЕН, BES ЖАНЫ ФЕН RICE B P ul fç, 
等 式 线性 约束 应 用 较 多 的 是 梯度 投影 法 。 这 一 方法 也 可 以 推广 
应 用 于 非 线 性 等 式 约束 和 线性 不 等 式 约束 的 情况 。 
三 、 梯 度 投 影 法 
在 线性 约束 王 的 非 线性 规划 门 题 用 梯 旗 投影 法 最 有 效 。 先 看 等 
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式 约束 情况 。 


1. 问题 шіп f(X) X € E” | 
Е (7—15) 
约束 UX)=AX-B=0 
或 


| ах + ON + "© Жалы = 01 


} адХх + азуХ» +e + а;,Х, = b, 
Š Omi Xy T G,,,X y + =" + GnXn = Ы; 


Га1@15""Чб„ ， 


А = а, 63% "8з , В = ЭТИ ЖЕСЕ 


“4,10% Oma- | 
X €F", т<п 
V g(X)= А” 


假设 从 某 可 行 点 X: БӘЯ КИ Ы X'+ d ХУ, 
则 ， 


АХ*-В=0 
АСХ*+4Х*у-В=0 
AdX*=0 (7—16) 
下 面 为 了 简化 书写 暂 先 去 掉 上 标注 А, | 
沿 任意 路 径 di, HARRAH -45-, 1-1,2, ұл 


(ах )®= сагу» 
ml 


现在 选择 d1， 使 下 述 目标 函数 梯度 变化 率 最 大 。 
а-а 


2 
Ө dX - = ы 
аг \әХ a VAF | ызы 
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r. 


-a e 


方 回 余弦 为 


а! 一 ` di ° di Дт. (7—18) 
于 是 问题 的 数学 模型 为 


dX -| 2 ах; dx, 


n 2 I 
约束 2 44 J =1 | (7—19) 


用 拉 格 朗 日 公式 ,变量 为 42 


аг 
dX S NIE orat 
А аре АИ 
(4; | n) (27 aE AAEN 
ах NAX 
Ë 4 1 69 45 | (7—20) 
上 为 极 值 的 必要 条 件 | 
yL --2/, - 209 +472 =0 © (7—20) 
=. 
2х. э (27 на") (7—22) 
FL- АХ -0 (7—23) 
dl 
а 
V.L = ( + J 42-0 (7—24) 
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(7—22) ARA (7—24) 式 ， 可 得 


1, 
А ө Pn л ок Е | 
ЕЕ +A a(i + ara "тах а А 
| " (7-25) 
将 (7—25) ARA (7-22) Зар 
д} 
„ү + АТА 
ах ?Х 
-一 一 一 一 йық 
of 
|а + АТА 
(7—26) АКА (7—23) 式 得 
of a \ 
д + А 让 -。 
或 | х= -(447)за 2р (7—27) 


Ж ААТ Еа, БХМ, 
0а тда 


ЛА 
dX р S 53 


карт КОА 
[I -— ATAATA] эх 


— ЕТА i k: 
= Р (7—28) 


H (7—26). (7—28) 9) 


[r= ATAATA] ÊE pof 


сай Шы аст Қыры 
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Р 称 为 投影 矩阵 
P=[I- A ААТА] (7—30) 
该 矩阵 将 目标 函数 М ЖЕ 2263129 3 SE 3 IDR ТЕН. 
[ 例 1] 
Ж X=[2, 17 在 直线 gC 站) = -5 s х= 0 上 的 投影 。 
参看 图 7-14, | 


3 4 
А | = Жы: 
已 知 3! 
4 i 
“aj 
=1, 
ATCAATY IA 
_|-# 3 4 
中 г 图 7 一 14 ”和 例 1 的 图 解 
25|12 16 


Р=1-4'адтул a|. r a 


001 
al 16 К 
== , 
25| — 12 9 


X Ж 20Х)-0 上 的 投影 为 


. 4 16 -2121 f 20 
ыа, = 
5 | -12 941| 25| -15 
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ПИЯ 2] ЖМ f(X)=5xN -3ха-56Х3 在 хіх; 平面 上 的 投影 ， 
约束 为 xa= 0， 即 хх, 平面 。 参 看 图 7-15. 
约束 的 梯度 矩阵 为 ， 
А=[0, 0, 1] 
БАЖ HIRE Ж: 


0 
0 |=1 
1 


ал = osont] 
Р=1- АЛА?) 


5 А 


Н V/O 在 约束 集合 子 空间 CHH xx; 平面 ) 
上 的 投影 为 ; 


100 5 
Ру [(Х)=1010 | - 3 
000] в. 


5 
= -3 [ 例 2 EB j 


4 


ЗАЕВ ВНИЗ Е Аво 线性 等 式 约束 下 的 
大 天) 的 极 小 值 。 

从 初始 点 X° 出 发 ， 由 前 古雅 导 可 知 ， 迁 代 过 程 中 使 目标 84 
数 梯度 最 大 ， 应 选 方 向 “入 -为 X: 点 的 函数 梯 床 VAXO 在 约 
东 集 合 上 的 投影 ， 即 令 第 步 搜索 方向 (单位 向 量 ) 为 


ә. Ё J k „м а XF i 
5%-РУОҒХХӘДІРОЛ ХӘ) Ер (7—31) 
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Хз X + a S: 求 极 大 什 ш: 
X= Х%-а5" -RRIA (7—33) 


到 Хет 点 再 做 V/A SD 在 新 的 约束 集合 上 的 投影 ， 得 出 新 
的 投影 向 量 РУ/СХ ФО 及 新 的 搜索 方向 SA 

方法 的 特点 是 ， 从 A 到 玉 “!， 选 的 是 沿 约束 集合 上 最 大 可 
ВАН -С7//(Х9, ERK R a”， 并 保证 Аё! 的 可 行 
性 。 如 果 约 东 是 非 线性 的 ， 可 进行 一 维 搜索 求 出 最 优 at 及 ОХ! 
点 。 | 
[Bi 5] 用 梯度 投影 法 计算 下 述 问题 2 步 ， 步 长 为 3 〈 参 看 图 7 一 
16) 。 се 


ІҢ ?一 16 ЖИА /Х)т2а Ба bk, #(X)==i+3za—6 


min ХСХ) = 2х2 +5х,2 X€ Е 
约束 9<ХУ)шх%3х,-6-0 
ЖЖАП TT +, А%-(|12, —-2]?. 
Я-П., 3] 
4х1 f 
МУСА 
10х; 


Ы 
AA = [1, ӘП и 
|8 
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(ААТ) = 0,1 


1 0 1 1 0 0.1 0.3 
ағынын тыры 
0 1 3 0 1 0.3 0.9 


0.9 -0.3 48 49.2 3 
Pyra] | Қ |н | 
- 0.3 0.1] -20 -16.4 -i 


3 
3.16.4 
eyo | 4-1] 
РУХ» |_» 16.4710 


| кз) 
[~-1.05 
同样 可 求 出 ， 


| елі | Š | 29.79 | | ШИ 
Ра жел a ы = ` 
. |-1.05 32.13 | — 12.03 - 0.07 
2. 将 梯度 投影 算法 推广 到 非 线 性 等 式 约 束 ， 已 知 约束 
9:0Х)= 0, i=l; 2, =, т 
在 可 行 点 X* 将 非 线性 约束 方程 线性 化 ， 得 
g: X*+ dX g (X'+ [Худ,(Х®)]ТаХ* 
为 保证 X*+ ИТЕ, о. (ХХ) = 0 
Гох] ах = 0 (7—34) 
这 相当 于 公式 (7—16) AdX*=0 ЖЕ A-179 XH 或 
• 932 = 


X1= X° + za. 


Әд: g ... де | 
ex, O x; Әх, | 


Жа | ажа assis | (7—35) 


.Ogn [Bgm 08% 
' Өх, Əx, дх, Ју X* 


因此 梯度 投影 法 的 结果 完全 可 用 ， 只 是 现在 А 不 是 常数 ， 每 
步 都 要 重新 计算 一 Ik. ЕМ P ӘЖЕНІ [A] Ж 
义 的 线性 子 空间 ， 因 此 移 到 Хз 点 时 不 一 定 能 满足 约束 ， 所 以 
步 长 应 选 得 小 。 每 步 迭 代 都 要 确定 一 个 新 的 可 行 点 P 要 重新 
计算 。 因 此 对 于 约束 的 非 线性 程 鹿 很 产 重 时 ， 这 种 方法 是 很 不 方便 
的 。 

3. 梯度 投影 法 解 线性 不 等 式 约束 问题 


已 知 约束 АХ ~ В;>0 
А 2) mxn # EE 


БА Хн, Ж Хен, q' 个 有 效 约束 不 等 式 的 系数 
和 矩阵 为 4(аха 维 ) ， 它 是 А ТАШ, 
梯度 投影 法 的 渴 代 公式 为 


Xi = Xr tal E- A A,A) AJIES 


= X“ + ek NZ а 


Ж min f(X) 时 ，a* 之 0，a* 为 第 不 步 的 步 长 参数 。 
如 果 在 选 代 过 程 中 ， 还 没有 到 达 极 小 点 ， 但 已 到 达 一 个 新 的 约 
束 边界 ， 则 A, EZE, Pe BEBE 
Шш (7—27) Аар, РУМА ЕТА 
= (447-14. Ў 
А= - (АА) A x 
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如 果 A (АДААР 中 基 些 元 素 为 负 ， 则 相应 
的 约束 应 从 4, 中 删 去 。 


迭代 过 程 直 到 
P.VV/(X:t)= 0, A,=0 为 止 。 
对 于 有 效 约束 
А,.Х-В-0 
А20 


对 于 无 效 约束 《不 起 作用 的 约束 ) ， 相 应 的 4 = 0。 


Š 7-6 线性 逼近 法 


设 目 标 函 数 是 非 线 性 的 ， 约 束 为 线性 不 等 式 ， 数 学 模型 为 
min ХХ») XEKE" 
АХ» В, Хо»0 | 
约束 条 件 构成 的 可 行 域 Р Ж ШЖ, ЖЙлААЛАЗВКЫГ „ Ж 
优 解 可 能 在 边界 上 。 
设 X 是 某 个 起 始点 ， 在 X° CF 这 一 点 将 /(X) 用 泰勒 
级 数 展开 取 线 性 近似 ， 即 用 线性 尔 数 ХХ) AX) 。 


LOX)= Хз) FV /XXX') 
-/ХЫ-Уу” (ХӘХе УТ XOX 
= K+ Ç* X (7—37) 
Кең Хо-9Т (ХӘЛ 为 常数 
C=V/(X") 


(7—36) 
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求 线性 函数 LAO МАТЕ O RRA E M 
这 相当 于 求 МЛС ОХ Hki. Tikk RRIA Х° 
ЩА PRERE Қ Ү? 一 定 在 约束 凸 多 面 
体 的 顶点 上 。 
[ 例 ] 


тіп }(Ху=4х,®+(х,- 2)2 
-2%х1%2 
= 15 x, =< 1 
PN [Уй 
设 初 始点 x'=[- 1] 
1。 过 Xe лені 
ЧЇТЎ(Х®%(Х-Х*), охо 
ІҢ 1—11 BITI 
由 线性 规划 定理 ， 可 知 本 步 最 
优 解 Y 一 定 在 约束 四 边 形 顶 点 ，Y"=| 1]. 
2. ШЕРДИ X° 是 否 为 非 线性 函数 的 极 小 值 。 


D # TAXY Х°у=0 
(7—38) 
或 ТУСК) (И Ж) |е 
ДІ уту ХУ? = VUO XX 


因此 Х* 是 非 线性 规划 的 最 优 和 解 ， 停 机 。 
© Ж VIX - Хо) 0, W<, 
这 是 因为 VAX Yo= min V7/0(X92X, X° 在 可 行 域内 ， 
故 РР ате з у 
Р 42479 „_[— 2 
本 例 中 Yo=| 1 ж-(22) ma 
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Х=КХ® 


А. 4 
ЧЧ7}(Х*%(Ү*- X°) = {8х\, T] | 
2 


4 
= [ - 16, -o| Е 
2 


3. 从 X У X° 方向 坟 -- 步 使 x。 ЖИА, о. (0,11. 
X1= Xtal Yl- ХОС Р 
， 取 < 最 优 是 要 在 X 和 Y° 间 求 min f(X), Bh 


тіп ф(а)=/[Х?+ае(Ү?— Х9)) (7--39) 
Жж: 


ане R a 


фа) = dda – 2)? + (2а — 3)? 


а й - 19 Гр... 
РИ = 0, е биті ab 求 得 


[| B һи 
X1= + 0.56 = 
-1 2 0.12 | 

4. 在 X: 点 作 /OX) 的 线性 近似 函数 ， 求 解 第 一 次 线性 规 
划 ， 其 最 优 解 一 定 在 凹 多 面体 另 一 个 顶点 上 A Y, 本 例 中 
Үз=[-2, 1177, | 

Вр ті \У”/(Х!уХ Tf XY)Y! 

5. АРАБА X: 是 否 已 达 最 优 。 

в. ЖИШШ ЕЖЕ, WARTU K AS X*=| 9]， 

f(X*)=1, | 

一 般 情 况 下 先 代 公式 为 

a 336 ° 


Хк = Хна (Уке X (7—40) 
ax ЖИН УХО 最 小 。 
тіл VT/(Xi X = VTf(X5)YV* 


其 中 0 fOe yay ХЫ, 
WERE E ТУСАУ X:)—20, X> X* 
线性 逼近 法 的 计算 程序 为 ， 


1. 设计 许 误 差 е>0, Міні ХСН, Ж k= 0. 
2. 求 线性 规划 问题 min 077 ҒСХУХ ЕЖ ҮЗЕР, 
з. RRETHE IV fO Xt (Yt Хе 
车 满足 则 已 得 X*=X*， 停机， 否则 转 4。 
4. 求 单 变量 极 值 ， inin || Хеза(у%- ХӘ) 的 最 优 解 at, 
| аЄ{0,1] 
0<аһ1, 
5. & X= Хева, (Y= Хк), k=k+1 $ 2, 


有 时 可 行 域 无 界 ， 即 线性 
规划 问题 没有 最 优 和 解 ， 而 原来 
非 线 性 规划 问题 却 有 最 优 解 存 
在 。 如 图 7 一 18， 可 行 解 集合 
F 是 开 域 。 


这 时 可 增加 约束 ZE x, < 


M, E F 成 为 有 界 集合 。 

当 M жи, ЖЕЖ 
线性 和 逼 近 法 使 原 问 题 至 少 有 一 | 
个 解 是 最 优 的 , ТЕ Кр 图 1—81 ”可行 解 域 六 无 界 


到 。 如 果 М 不 足够 大 ， 则 “最 优 解 ” 可 能 落 到 Z. < M 这 一 边 
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界 上 ， 因 此 算法 中 应 对 af 进行 检验 。 
例如 : 设 M =2.2， 则 增 睹 的 线性 约束 为 
Xt X, = 2,2 
PEER НГ trik TRR. 18 Ам, 它 不 十 真 正 的 最 优 解 
Х%, ИҢ M=2.2 АА, w M=5, ШІРУ 
хі кх; =5 
将 OO 线性 化 以 后 ， 有 几 线 入 规划 解 出 近似 的 线 斤 最 优 解 为 
顶点 Y°, PE V° 与 Xo 直线 上 进行 一 维 搜 索 ， 得 真正 的 最 优 解 
А. 
97-7 22 
HITA ЕНУ УЕЛА ТЕН ТІК ТЕН. БАГАТ Нава 
ЖЕЖ ЖСР л АЕ ЕНЕ R. ТЕ ЖРТ АЕ ЖЕЕ ЕҢ 328 ЕЕЕ 
化 ， 因 而 每 一 步 算 法 变 成 线性 规划 问题 ， 以 决定 可 行 方向 ， 该 方向 
最 接近 于 目标 函数 的 梯 旗 ， 也 最 接近 于 约束 边界 。 
设 问 是 为 min f(X) XEF” 
G: Х)ж0, і-1,2,-", m 
将 每 个 非 线 性 函数 在 ХА 点 展开 成 泰勒 级 数 ， 取 一 次 近 伺 ， 
则 有 | : 
FX y (Xa АХ ае ТОКО АХ" 
gX АХ) XD + Та ХУД Nà 
AX= XM ХЕ 
1. 如 果 СХ НАХ) ОХ) 0, ТСХ Л ХРО, 
ДНИТЕ, ДО, МЫ FEF2 EL 
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2. Ж ХОЧЕ, СА?) 0, MATRE at> 
0, Җ ОХ з= Хн а*5*, Хе 仍 在 可 行 域内， 即 作 总 方向 都 
是 可 行 的 。 

з. 车 X EWR Е, g X920, WMA >o 说 ， 如 
Ж СХ) = g ХӘ ыу Ға (ADAX, іг1, 2, өе, тп, 
Ш Xt ТЕГІН, баса И. ЙПІН 7-19, 


V ХЕ) 


gi Ха) <0 XK g; (Kk) = 0 mee 
Хү 
ХА датаны А 由 的 位 置 Бие (Хо) РЫН 


4 如 果 上 述 情 沈 下 о ОАР 0, ЖЖ Vd ОХӘЛХ%-90 
Ш Xt 位 于 gs(x) E A 点 的 团 平 而 上 ， 只 有 当 о ХО 为 线 
жын, ХИ 才 是 可 行 点 《如 图 7—20). 
于 是 在 线性 约束 条 件 下 可 得 
СХ АХО, іс1,2,44,т 
对 一 般 非 线性 约束 ,为 了 决定 搜索 方向 9” 以 得 到 可 行 点 居所 1 
ЖХ АЕ А Б Е EDJ, SAAGE 20, Ж)“ 
不 等 式 
ЕС A Xt LO 
g (Xt) + 979, ХА Xt<0 
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变 为 所 0 的 一 般 不 等 式 。 
即 | ҰТҚХУАХФҒУ<0 
9. СХ ЧТО ХӘАХФАР EO i=1l,2,==,m 
然后 在 每 一 点 Х* 解 下 述 线性 规划 问题 
тах V 
V +VTIf(X' A ХО 
И VTg ХАЛА ХА - а ХӘ, із1,2-",т 
当 玫 =0， 表 示 已 达 有 约束 的 最 优点 。 


# V ЯЕ, V>0, 表示 尚未 达 最 优 , ROP ако, 使 
[X+ aS*) 为 所 有 可 行 点 中 的 极 小 者 。 


图 7—21 Ү7/(ХУАХЕ>0 图 1 一 2 ҰҮ7/(ХӘЛХ?%<0 


BER- — 图 克 条 件 的 几何 解释 ， 在 最 优点 ， 沿 所 有 可 行 方 向 
前 进一步 ， 找 到 Хк, ИЕ AX: 与 -VAX ЖАС 90°. 
ША X* 沿 可 行 方向 到 X“, JE СХ) f( X5)20, 
VT/(XAXt>0, ЕЛНАР ЕЕЕ Ы Л 于 Ж. 
即 最 大 能 炉 的 正 松 弛 变量 为 零 ， 说 明 已 达到 景 优点 了 (如 图 ?一 
21)。 
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# V>0, WIERK VTf(X A Xi <O, 
即 ， JX) ХР) LO 


FRAKA TENA САНЛЫ) 还 可 录 到 更 优点 。 负 梯 
身 妈 为 可 行 方 向 《如 图 7—22) a 


(917 
тіп f(X)=x2+2x2 XEK? 


ЦХ)-хія2хі- S 


X'= (0.85, 3.15) 
x, + хұ2ғ4 


或 —(х,+х)< -4 
X’=[0.85, 3.15] 


用 可 行 方向 法 决定 从 ХАЖ атсаз 可 条 方向 法 求解 的 全 


的 搜索 方向 《 见 图 7 一 23) 。 и 
已 知 约束 是 线性 的 ，X。 在 z— + ао 
边界 上 ， 故 


-VT X 1 A V< 0, тл| | 
4x; ] ` 


故 求 松 弛 变量 V 的 线性 规划 间 题 为 
тах Р 
Тр) А X°<0 
— VTau(X°)A Хо 


X 


_ уух") _ 1200.85), 4(3. ДЕУ Р 
ПОРОХУ ТУ к 51027 19-134, 0.993] 
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%74СХ9) T 
|с ОЎ = [0.707, 0.7071 


上 述 线性 规划 条 件 为 


Si 


[0.134, 0.993] | É - V, 0.1345, ғ0.9935,<- 


5% 


S: І 
І- 0.707, -0.707]| [< -(0.7075,%0.707.5;)-<0 
2 


Six], 5,1 


或 ， S,< -— .- ато! = —1.008/ ~ 0.1355, 


可 行 域 如 图 7 一 24 л, ЕР 为 极 大 值 的 解 为 S1=1， 
$2= 一 1]， 人 矿 =0.859， 这 个 方向 是 沿 约束 边界 的 方向 ， 即 在 等 式 约 
束 线 Xitxs=4 k, 


图 7—24 ЖШ») Чу 
FX) 极 小 值 发 生 在 X*=[2.667, 1.333] 
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读 点 的 梯度 为 


7 
Zg X*) = [0.707, 0.70717 


Пе. 6071 
16 161 
VIAE |з" з қ 
УСЛАЖ) | % ‚ =[0.707, 0.707] 


在 X* ПӘЛЕНІ A 


max V 
0.70751-0.7075,<-М/ 
-0.7075,-0,7075,<0 


51551, 5,1 


RA 51--5;, тах V = 0, ВКЛ, 

下 面 我 们 列 出 三 种 方法 的 数值 计算 结果 以 资 比较 ， 这 三 种 方法 

可 行 方向 法 、 梯 度 投 影 法 以 及 内 点 罚 函 数 法 。 

求解 的 最 优化 问题 有 五 个 变量 ， 十 个 约束 ， 此 外 还 有 变量 非 负 
的 约束 。 数 学 模型 为 


шіп f(X)= —15х,—27Хх-36хз3—18х4—12х% 
+ 30x,” + 39x7 + 10x3” + 39x4? + 30х52 
+ Ax 1 + BX + 10%5° + 6x,° + 2х5° 


= 40х1% -20хіхз + GE ETE Sin 20х;х5 


“349% 


= 12х»„Хх35-62М›Х + 64х,х% = 12х5Х4 


= 20х5хХь5—40хХ,Х\, 
约束 条 件 为 


16x, -2х;)- х.5-40 
2x, — 0., 1X4- 2x552 
3 т ‹ 一 1 
本 
4 
#х» + 4 c + Хх 4 
9x, +2% Xi + 2.8x, = 4 
— 2x, + ix. <1 
Xit X; t Xs d X, + X< 10 
хі+2х. + 35: + 2x + Х5*%60 
—Х,—2Х;— 3x; — 4x; — БАБ — 5 
—X = X; - Ха- Ма X< — 1 


5 = 


-х;<0, 1=1,2,3,4,5, 


最 优 解 为 


.X*=[0.3, 0.33347, 0.4, 0.42831, 0.22396]7 
РОХ Ж) = —32,34888 
初始 点 为 
X°=[0,0,0,0,1]1 
f(X") = 20.0 
4344» 


1. ЭІПтуляНн; 
eX) | AX) | 


Xi ; Ха | Xa | Xa хе 


计算 次 数 | 
2 -19.184 0.1337 0.0224 0.3169 | 0.5422 0.3403 
5 2 -23.016 0.3001 0.3328 0.4000 0.6728 |0.0286 
10 -31.601, 0.2568 0.3220 0.3784 0.4892 |0.2978 
20 —31.779 0.2738 0.3474 0.3870, 0.5147 |0.2191 
45 -32.285 0.2097. 0.3234 | 0.4002 | 0.4521 |0.2648 
100 ; -22.3486 0.3000 0.3327, 0.4000 | 0.4268 |0.2255 


[E] ін 20 次 9/7 1% 


人 a 
EEA fe V) | i | ха | ха С^ ох, | xs 
7 11.215 0.0302 0.0000 ' 0.0485 | 0.0500 | 0.9596 
10 —24.363 0.2534 0.0000 0.3767 | 0.4062 |0.6159 
15 | -24.825 0.2534 0.0000 |o 3866 | 0.4063 : 0.6160 
20 | -31.582 0.3000 0.2735 ; 0.8992 | 0.3887 |0.4024 
26 -32.043 0.3000 0.3556 | 0.4000 | 0.4924 | 0.1719 
31 -32.329 0.3000 0.3408 | 0.4000 | 0.4449 | 0.2081 
45 —32.2186 0.3000 0.3341 | 0.4000 | 0.4299 | 0.2226 


REJ 尚 有 所 有 о, 及 所 有 有 Vu: 的 计算 ， 各 70 次 。 
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3. 内 点 多 函数 法 (, r= =50) 
(ЖИНИ ABO 
”, Р(Х, гь), о | X1 | ха | Xs | Xa | Xa 


1 69.20 -26.25 
2х10°%®| -29.70 -31.23 
4х107*| -32.04 —32.19 
8х107#*| -32.31 一 32.34 


0.17620. 25750. -28880. 56980. 4272 
0.26840.32080.37430. .46750.2677 
0.29540.33110.39610.43520.2327 
0.2993 0.3332 0.3994 0. 4292 0. 2254 


[i] 计算 f(X) 及 所 有 gX) Q 315 次 , 计算 VP 27 
次 ， 求 P 的 二 次 偏 导数 18 次 。 


习 题 
1. 用 罚 函数 外 点 法 求解 
шіп f(x)=x 
x=1 
2. 用 罚 阔 数 靶 求 从 原点 到 下 述 直 线 的 最 短 距 离 。 
СХ) =х,+х—1=0 
ФСХӚ-х5х.-2-0 


3, 用 障碍 函数 法 求解 


тіп f(x)= Zy 


x —1= 0 
ЖЕН, 
4. MART Ж Р(Х,Ку= ОКЖ 关于 — 求解 
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тїп fO бржа? 


ЗХ) = х, - 120 
ga( X) = х2 0 


[提示 ]: Ф K>- 
5. 用 梯 度 投 影 算法 进行 四 次 选 代 求 解 下 述 最 优化 问题 


min 和 2 十 2X22 
3x + хә? 


Xi + 2x: >93 
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第 八 章 “网 络 最 优化 问题 
5 8-1 Ж Ж 


有 关 网 络 图 的 概念 读者 已 在 电路 原理 课程 中 学 习 过 。 我 们 简要 
地 复习 一 下 ， 为 计 论 网 络 最 优化 问题 做 准备 。 

我 们 已 知 ， 电 购 络 是 -- 些 支 路 和 区 点 的 集合 。 无 向 支 路 也 可 称 
为 边 ， 符 号 为 Е. Жаз ОА, ЫЫ А. таңу 
为 顶点 或 点 ， 符 号 为 万 。 在 电网 络 中 你 个 支 跑 表 示 一 定 的 元 tE, 
如 电阻 、 电 感 、 电 容 、 电 卜 源 和 也 流 源 等 。 在 电路 图 由 是 用 标准 符 
号 米 表 示 各 个 元 件 和 的 。 由 村 电 跳 肯 本 定律 (KCL，KVL) 只 与 
网 络 结构 有 关 ， 而 与 网 络 的 元 件 性 质 无 美 ， 因 此 在 赋 究 网 络 结构 时 
不 考虑 元 件 性 质 ， 可 将 图 中 元 件 符号 去 掉 ， 只 剩 下 节点 和 支 路 ， 灾 
成 一 个 抽象 的 图 称 为 网 络 图 (Network graph) 或 网 络 的 线性 图 
(Linear graoh)， 简 称 线 图 。 这 样 ， 抽 象 的 图 既 可 以 表示 革 个 电 
网 络 ， 也 可 以 表示 其 个 运 答 网 络 或 共 它 网 络 。 

研究 图 的 理论 称 为 图 论 ， 它 是 应 用 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 回 
路 、 树 和 制 集 是 图 论 的 基 椒 概念。 网 络 图 论 义 称 网 络 拓 盾 学 ， 是 应 
用 图 论 以 研究 网 络 的 儿 何 丫 构 及 其 连接 关系 ， 对 网 络 进 行 分 析 。 

50 年 代 以 来 ， 图 论 在 电路 和 控制 理论 中 应 用 愈 来 愈 广泛 ， 例 
如 电网 络 的 分 析 与 综合 、 多 端 [网 络 ,网 络 的 计算 机 辅助 分 析 , 信 号 
流 图 等 各 方面 都 有 应 用 。 现 在 图 论 的 应 用 还 渗透 到 各 个 科学 技术 领 
域 中 如 信息 论 、 运 筹 学 、 运 输 网 络 、 道 售 网 络 、 计 算 机 网 络 等 等 。 

圆 络 拓扑 的 基本 定义 如 下 ， 

1. H 
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G 是 由 点 集 V 和 边 集 E (RME А) 组 成 。 无 向 图 符 
号 为 G= (V.E), А {УЛ G= (六 ,4)。 每 个 边 连 接 两 点 。 
如 果 图 Ci 的 每 个 点 和 按 也 是 图 C 的 点 和 边 ， 则 G, Ж) G 的 
FH. 如 果 G 的 任意 两 点 池 至 少 有 一 条 支 路 ， 则 称 G ЖЫН, 

2. 回路 | 

HAER G 的 一 个 子 图 ， 它 是 连通 图 。 回 路 中 每 个 点 怡 与 两 
Жал, ША ЖИА УА AHNE. 

3. 树 

树 T REAR G WFR. БАМИ, aama C 的 点 ， 
但 不 包含 回路 。 

属于 树 T EBRAR G т АПАН T, ЖЕ 
Ж. 

4. 19 

连通 图 С ТІНЕ TEREE С 称 为 割 集 ; 

а) WANA С 的 边 ， 就 使 G 成 为 不 连通 ， 将 G 分 割 成 
两 个 分 离 部 分 。 

б) Wk С 的 边 ， 但 只 剩 下 其 中 一 条 边 ， 图 G 仍 为 连通 。 

以 上 是 有 关 图 论 的 基本 概念 和 定义 。 

一 个 最 优化 问题 ， 用 一 - 定 的 数学 模 你 表示 | 和 时， 可 以 用 规划 论 方 
法 求解 。 如 果 这 个 问题 可 以 用 一 张 图 来 表示 ， 则 称 为 网 络 模型 ， 可 
以 用 网 络 拓 插 或 线 图 分 析 妹 优 ， 称 为 网 络 最 优化 方法 。 

线性 规划 模型 常 可 以 转化 成 网 络 模 型 ， 用 线 图 分 析 方 法 在 数字 
计算 机 上 求解 可 更 快 地 得 到 解答 。 网 络 理 论 中 的 线 图 分 析 包 括 : 最 
短路 (The shortest path) |І, ЕСЖ lhe шах, flow) 问题 ， 
关键 路 《eritical path) 分 析 等 等 。 这 些 问题 的 分 析 对 于 用 最 优化 
方法 解决 运输 问题 、 管 道 钙 设 问题 、 公 路 交通 或 通信 线路 的 安排 、 
生产 管理 问题 等 都 有 指导 意义 。 
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58-2 最 短路 问题 
一 、 最 短路 问题 举例 


[ 例 1] 某 邮 递 员 负责 某 区 的 邮件 分 发 。 图 8 一 1 表示 必须 经 
过 的 街道 网 络 。 问 邮递 员 应 怎样 走 才能 使 总 路 程 最 短 ? 


图 8—1. 最 短小 四 题 的 重症 


显然 ， 这 个 邮递 员 最 好 能 不 重复 地 一 次 走 完 规 定 街道 (图 8 一 1 
的 实 线 ) 。 如 果 在 上 距离 最 短 的 两 点 间 加 一 条 重复 路 线 〈 如 图 中 虚线 
EF)， 则 可 沿路 线 4BEFADGCEFG Æ, К EF 重复 一 次 
外 ， 其 余 都 是 不 重复 地 一 次 走 完 ， 所 以 这 是 一 条 最 短 的 邮递 路 线 。 

[A 2] 从 水 源 铺 设 管道 ， 把 水 引 到 若干 居民 点 和 工业 区 ， 要 - 
求 水 源 与 各 点 相通 ， 而 且 各 点 到 水 源 间 路 径 最 短 。 这 是 供水 管道 布 
置 问题 。 显 然 油管 铺设 问题 、 通 信 网 架设 问题 和 这 一 例子 是 类 似 
的 。 

设 图 8—2 中 V, 为 水 源 。 Vas Vs esas 为 供水 点 。 я Vi, 
VaV ain V. ÆA V, 8) У, 的 最 短路 ， 则 显然 ИУ, ai 
也 是 从 V, 到 Va 的 最 短路 。 根 据 这 一 шатта ААЖ 
源 的 最 短路 。 

1. 与 V, 直接 相 联 的 点 为 FF、 Vs， 但 hasl, іш-2, 
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«лы» 


9 8—2 Ж НЫШ ОГ 


hahe, СОҒАР, ЖИЫН, ЖЕУ. K V, 两 点 《如 图 8—3) 
2. 35 V. P, 直接 相 联 的 版 为 “s 14-2, һа=8› 
з= 1з +1;з3=3, nn=minfin в. hish, ES Vis Veo 


у.е?) v, i T 
а» (1) 
о---------< — 
ү, Vi V; pa 


v, Үү; V, 0) Уз 


图 8-3 яла) Р, ТУ ЫН 


3, 与 Va Ka Vas КАЈ) Уз. Ге Va hbhs=3, Йй = 3, 
Із-5, Jis йе 最 短 ， 联接 Из, Ив 
ВТА АРН АЙНАНЫ, ІН 8 一 3 中 各 点 所 标 数字 为 
ЖОҒ 到 该 点 的 最 短路 。 
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从 以 上 两 例 推广 到 一 般 情 况 ， 可 以 对 网 络 中 最 短路 问题 作 一 个 
МЕЖ: 

设 G = (И, A) 为 一 个 有 向 图 。 5-0 《VV;) € A 相应 
有 一 长 度 ljo L= co 表示 从 站; У; RAR, MRAR. L; j= 0, 
表示 在 i 点 停留 。 

设 始点 为 Vio BAA Vr, AF: 到 Гу ФА |», Из, =" 
Vw-i 各 点 ， 则 路 的 总 -长度 为 ір» j=i+1l, БД А Ж 
在 所 有 从 У. 到 Vx 的 路 中 寻求 总 长 度 最 小 的 路 ， ЖАРА 
Ру 的 最 短路 。 

统筹 方法 中 的 关键 路 (critical path) 实际 上 是 工序 流程 图 中 的 
最 长 路 。 而 运输 网 络 中 最 小 费用 流 问题 可 以 化 成 一 系列 最 短路 问题 
去 求解 。 因 此 所 谓 “长 度 ” 是 广义 和 的。 例如 从 V 运输 物资 到 ;， 
求 运输 距离 (公里 数 ) 最 小 的 运输 路 线 ， 上 长 度 就 是 通常 意义 的 距 
离 ， 车 求 运 输 时 间 最 短 的 路 线 ， 则 “长 度 ” 代 表 运 输 时 间 ， 求 运输 
费用 最 省 的 路 线 ， 则 “长 度 ” 代 表 运 输 费 用 等 签 。 

如 果 是 无 向 图 则 可 以 化 成 有 向 图 ， 呈 要 把 每 条 边 用 两 条 方向 相 
反 的 并 联 张 代替， 而 令 弧 的 长 讼 等 于 边 的 长 论 。 

最 短路 问题 有 两 类 ， 

1. 从 始点 V, 到 终点 Vn 的 最 短跑， 最 后 所 得 是 从 始点 Р! 


到 各 点 的 最 短路 。 
2. 从 任意 一 点 到 另外 任意 一 点 的 所 有 最 短路 。 


=. Dijkstra 标号 算法 
Жал Vi 到 终点 У. ВАК, URAM 长 L0 H Bf 
公认 较 好 的 算法 是 标号 法 ， 首 先 由 E.W.Dijkstra 提出 。 我 们 结 


合共 体例 子 来 说 明 。 
图 8 一 4 Фф, ЖЕ CP LKE) ЖЕР: 
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Қ 8—4 REER- CR 
Ж Ж Fs P, Vs Ж 


V, ¿ 0 16 22 30 41 59 
V, | = 0 16 22 30 41 
Va œ © 0 17 23 31 
Va | © wm ә 0 17 23 
Vs со со о о 0 18 
Р» “о о ө оо Фо 0 


从 始点 У. 开始 ， 给 每 点 一 个 数 , 或 称 标 号 。 分 Т 标号 与 
Р 标号 两 种 。 了 АЛАКЕ, P 为 永久 性 标号 。 

给 V; 点 一 个 P iah, APA У, 到 V 的 最 短路 长 。 给 
V; 点 一 个 Т 标号 时， 表示 从 У, #] V; 的 估计 最 短路 长 。 凡 是 没 
有 标 上 Р 标号 的 点 ， 标 以 了 标号 ， 以 便 用 来 进一步 计算 该 点 的 
Р 标号 。 已 得 到 P 标号 的 点 不 再 改变 标号 。 一 旦 终点 得 到 Р ж 
号 ， 算 法 停止 。 最 多 经 过 т-і 步 算法 就 可 以 求 得 从 始点 V 到 
终点 V a 的 最 短路 。 

图 8—4 БЕЛАЯ Б. 

1. ЖУ. БЕР жа 0, В Р(1) =0, ЖЖАР, ЗІР, 
HRA 0, 

КЕҢ (了 ,~ 广 ) 还 没有 P 标号 ， 给 它们 标 上 TU = се, 
}=2,3,4,5,6„ 
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2. 分 析 还 没有 得 到 Р 标号 的 各 点 让 ;(j =2,3,4,5,6)， 比 
BTM PO +1, b; 22 Р, #] У; ҚАЖУ; 的 新 标 
号 到 较 小 者 , ШІ ТО)-ана 70), РК) + А;], ЖЕ [PA +h] 
<Т(р, ШІН PO) +i RETO EX V; 点 的 新 的 了 标号 。 


T(2)=min[T(2), Р(1) +1] =min[°o, 0+16]=16 
T(8)=min[T(3), РО) + ls] -шіз| о, 0+22]=22 
T(4)=min[T(4), P(1)+ h ,] = тіл[ оо, 0+30] = 30 
T(5)=min[T(5), Р(1) +] = тіп[ оо, 0+41]=41 
Т(6) = тіл[ 76), Р(1) + л] = тіп[ оо, 0+ 59] = 59 


点 Уй T 标号 的 数 最 小 ， 令 Р(2)-16, 

з. 以 点 Кз ӨШІН P 标号 的 点 》 作为 比较 基础 ， 重 复 上 
述 过 程 ， 即 比 较 TG) 5 [Р(2)+;] , ј=3,4,5,6 取 较 小 的 数 
作为 点 V 的 新 的 T 标 导 。 


Т (3) =min[T (3), P(2)+IÍs]= min[22, 16 +16]= 22 
T(4)=min[7 (4), P(2)+1I,,] = тіп[30, 16+22]=30 
Т(5) =шїп[7`(5), Р(2) + 1,5] = min[41, 16 +30] = 41 
Т (6) = тіп 706), 202) + 1,5] = тіп[59, 16+41]= 57 
ER, A V. 的 7 标号 数 由 59 ЖУ) 57, НАЖ, 
比较 了 (3)、7 (4)、7(5)、7 (6)，7 (3)=22 为 最 小 ， 将 点 
F。 的 7 标号 改 为 Р 标号 ， P(3)=22, 
4. 再 重复 上 上 述 过 程 ， 以 点 Ve WE pti 
T(4)=min[T(4), РСЗ) +I] = min[335, 22 +17]=30 
T(5)=min[T (5), (3) +1] =min[41, 22+23]= 41 
4354: 


Т6) =min[T(6), P(3)+/, ]=mn[57, 22+311=53 


点 Р.Ш Т 标 导 由 57 变 为 53 ， 其 余 未 动 。T(4) 一 了 (6) 
Ін 了 (4) =30 为 最 小 ， 令 P(4) = 30。 
5. 下 一 步 以 点 V, 为 比较 基础 。 


Т'(Бу=пил{7' (5), Р(4) +hs] =minfd1l, 30+17]=41 
T'(6)=min[T'(6), Р(4) + До] = in[53, 30+23]=53 


Vs V, Т Fa EJ SI 1, Т5) = 41 为 最 小 , 令 Р(5) =41, 

6. 最 后 一 步 以 点 V 为 比较 基础 。 

T(6)=min[T(6), Р(5) + Је] =min{53, 41+ 18] =53， 

Z Р(6) = 53, a 

终点 У, 已 株 了 Р k=, AFAR., MER ІҢ, PO) 
表示 始点 У. 到 天 的 最 短路 长 。 例 如 点 Vi 到 V, 最 短路 长 为 
22, JA V. 到 V; RARR A 41, MA V, 到 终点 最 短路 长 为 
Р(63 -53, 

如 果 只 须要 知道 从 点 V 到 点 У, ЕЕ, Ш B д p, 
ЖҮ P 标号 ， 算 法 即 可 终止 。( 编 程序 
时 可 安排 在 这 时 停机 。 

ХР ЖЛЕ НЕШ ТС 为 正 的 情 
襄 。 在 考虑 弧 长 允许 为 负 的 情况， 上 
述 算法 显然 不 适用 了 。 因 为 如 图 8 一 5 
Жк, ЖИ, И 的 最 短路 不 是 
з= 1, mÆ Dz tla a= 一 2。 关 于 这 种 ы. i 
特殊 和 情况 的 算法 ， 我 们 不 作 详 细 讨 论 。 图 8-5 ”一 弧 长 为 负 的 


ү, 


三 、 从 任 一 点 到 另外 任 一 点 的 最 短路 算法 
НЕЕ ІСЕР 工 ， 依 次 计算 ; 
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Га Lx L, fm 90 р, + 
жм Ax В = С ч {ci axa 
其 中 A= [ax B= [bhiun 


с;= min {ai wx Bijis; ж Бр, air б} 


非 零 元 素 
Ж G; * б; (Е-1,2,3,%-9 全 为 0 9 则 C;;=0 


0 当 a; =0 或 bi;=0 
air +0; H а,5е0,„ 8;;%-0 


[B] 4=[123400], В= [0211109] 


a; * bk; = ! 


| H| А«В-(1234001|1» ' |: тіп (0,4,4,5,0,0) 
4ЕТлЖ 


| жж 
. =4 | 


下 面 我 们 以 图 8-6 说 明 各 长 度 矩阵 的 构造 法 。 取 没有 路 时 长 
ЕХ 0. | 


сә ҥе ҥн — t? $ 


图 8-6 ЯНЕ 
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Vi 0 1 2 0 0 0) 
и. 0 0 з з о 7 | 
р. 00 O 2 2 ol 
V.lo о 0 0 0 3. 
Vso о о о о 6 
Уо о о 0 0 0? 
0 0 4 4 4 8 

о о 0 5 5 6 

ооф ф 00 B 
кешнен ар б сау д 
о о о о 0 0 

50» 5 00. ф 56м 


I 230 表示 从 И, 到 V; РАЕН Ж RER. 

то ЖА V 到 V; 两 步 到 不 了 。 

例如 1,0-4 表示 从 V, 到 W, 走 两 步 的 景 短 距离 为 4。( 从 
Vi 经 过 Vs 或 VF 到 Уу) 

182 =5, ЊЕ 8 一 6 т] Уз 到 V. 走 两 步 有 两 条 路 : 
Vaksa, ің-8 М Из >з, їв=5„ НЕЕ Уз 


>V —vV,, РАН = Бе 


149 = 1.0% L 


| 


о © © о ка 
< со о о о © 
o © o = = = 
ос о оо m 
о со о о о о 
© © о о шо + 


! 


“907 


同 理 1,9 表示 从 V. 走 三 步 到 V, 距离 最 短 的 一 条 路 。 例 如 


1,92 = тіл{8, 11} == B. 


[бзш [Чоу L=() CEHE), 
为 求 从 V: 到 V; 的 最 短 距离 ， 定 义 
АФВ = [cij]nxn 
其 中 А= (а; ах» B= (Б; 7] к» 
“0, G; =b; = 0 


го о о о 0 91 

| 0 0 0 0 0 

аш. L= | 0 0 0 0 | 
0 0 O 

0 

0 


Gijs 2:320, Б; = 0 


Cu = À 
|b aj; =0 б,у>0 


l min(earss bi), ау, bir™ 0 


462 Ж. ЧЫ ЛУ 
| 0 3 3 5 6) 
| | 0 2 2 si 
Loan= LOLOOLOPLOPLO =. ЖР 
| 0 0 6 | 
| 0 


= Ша] S / 
1; min 表示 从 V, 到 V; (БИЕШ. 


38-5 网 络 最 大 流 问题 


许多 工程 系统 的 网 络 包含 了 流量 问题 。 例 如 公路 系统 中 有 车 辆 
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流 〈 车 轿 数 /小 时 〉， 控 制 系统 、 计 算 负 中 有 信息 流 ， 供 水 系统 中 
有 水 流 Gut/ 单位 时 间 ) ， 金 融 系统 中 有 现金 注 等 等 。 网 络 中 每 条 
弧 有 一 定 的 容 最 CC， 邮 最 大 通过 能 力 有 限制 。 实 际 流 量 了 并 不 一 
ESTAR C。 决 定 网 络 的 最 大 流量 称 为 网 络 最 大 流 问题 。 


一 、 可 行 流 与 最 大 流 


图 8 一 7 лу DURARA НЫ з, Ға. V. 是 三 个 电站 ， 
其 发 电容 量 分 别 为 15, 10. 40 956 Kanla 为 出 站 供电 的 各 城 
市 。 和 点 间 联 线 表 示 高 压 输 也 线 。 用 Су; (单位 为 睁 瓦 ) ЖР; 
ЗУ, 间 输 电线 容量 。 


ү, 
— 


у, 


у 


Ya 


V, 
HBOT HILHA A A 


ЛАПА RA RZE, MSA ар da, J) E EAT 
的 最 天 兆 瓦 数 等 于 多 少 ? KRE J) Z b Bu K USB ЖАНА ЖӘЕ 
输电 能 力 进行 分 析 。 如 果 分 析 结 果 认 为 现 有 输电 线 容 量 〈《 输 电能 力 
的 限制 大 于 城市 友 展 规划 要 求 ， 则 在 扩建 城市 时 ， 可 以 充分 挖掘 
潜力 ， 不 必 乃 架 输 电线 路 。 

图 8 一 8 表示 一 个 输油管 道 网 络 ， 弧 为 输油管 ,数字 (C3;;) 
表示 从 让; ҰТУ, ЖА 输油管》 的 最 大 输 油 能 力 。 点 Уо, Vas 
-Ve 表示 油泵 站 。 
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BJ 8—6 管道 网 络 
Ë fe ЖА ЁТ V бо, ШІН 8 一 8 可 知 : 


Ди#&<10, Ғіз<6, /:а<4, Ја5, Уь<3, 
У)ас5, fess<8, Гао 11, fs S3, fso<7 
ЕР, V. ИЖАДЫ, ӘНДІ: 
fiat а= fat f sa 


БОЙЫН А н НЕЕ ҒА дел: 
目标 шах F = fi + fis 


约束 条 件 为 各 中 间 点 输入 注 革 = ШЙ, 
即 Тс Ли Таза 
КҮЧ ЖЕТИ 
ГЕЛ 
fatu- fu fo | 
Tetu yi ya sq 

此 外 流量 fo 总 是 非 负 的 ， 所 以 对 所 有 i Ж) 

fauo 
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| 


(8—1) 


(8—2) 


(8—3) 


(8—4) 


(8—5) 


并 应 满足 式 〈8 一 1) 规定 的 范围 。 

运输 问题 是 最 大 流 问 题 的 实际 应 用 。 在 А, В БӚТЕН Л, 
个 中 间 站 由 铁路 网 连 成 一 片 ， 每 两 站 之 间 铁 路 通过 能 力 即 容量 用 数 
字 Ci 表示 。 设 А БУЛАУ, В 为 销 地 ， 产 品 通 过 铁路 网 
从 Аза® В, ЖА А 到 B 的 最 大 运输 量 〈 即 最 大 流 ) 。 每 段 
铁路 的 运输 量 当 然 不 能 超过 该 段 最 天 通过 和 能力。 通 每 个 中 间 站 总 运 
Зя Рајан. А А 城 的 运 出 量 F 等 于 给 В 城 的 运 进 量 。 

景 大 流 问 题 可 以 用 线性 :规划 问题 求解 ,也 可 以 用 网 络 模型 求解 。 

ЕНІНІҢ G= (V.A). IW aj = (V V C A, Жа; 的 容量 
ЖС), fu 为 а: 上 的 流量 。 弧 的 流明 函数 集合 称 为 网 络 流 。 

МЕНН О) И, АК СГС) Va HAAA 
中 间 点 。 

ЖУ. WE MERERI 了 称 为 可 行 流 : 

а) ”容量 限制 条 件 ， 对 每 一 弧 а;6.4 


ос); <С; (8-5) 
ЭХ АЕ ИЕ T КАЛНА Е. 
by 平衡 条 件 
对 中 间 点 说 ”流出 手 = ЖА В, 
Efu- Ef:=0, іЗез,і (8-7) 


ЖАР, 净 输 出 Zf. = 
КУ, А ХР. = F 
这 是 线性 等 式 约束 条 件 。 
用 网 络 模型 求 可 行 流 就 是 求 一 个 总 输送 最 为 严 的 运输 方案 ，， 
相当 于 线性 规划 中 求 一 个 可 行 解 。 如 采 所 有 各 弧 流量 为 0， 即 
f==0， 这 也 是 一 种 可 行 流 ， 它 的 流量 为 0。 
最 大 流 问题 为 求 一 个 使 流量 F 达到 最 大 的 可 行 流 (oy 66 
满足 


ГЕ 


“861- 


о /;,=С,; 


Sfo Хју; = 0. is, 


-= 


二 、 最 大 流 一 最 小 割 定理 〈Ford.Fulkersen 定理 ) 


(8—9) 


[ 例 ] 图 8 一 9 为 一 个 交通 运 答 网 络 G = (大 4)。 假 设 有 一 条 
Др СИР) 各 (VV) 两 激 ， 能 渡河 的 运输 虽 各 为 10 与 
22。 所 以 运输 量 不 会 超过 32, {ДМЧ С.Р. УЫҒЫ. УЫ 
рә. (У.У) 四 段 路 ， 则 渡河 运输 量 不 超过 20+9+13+22=64, 


CHR 8 一 10)。 


8—9 Zigi (—-) 


r] 8 一 10 ҖАЙ (7) 
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ЕТК ЯМАН А А ЕЕЕ С ФЕР, 
和 发 点 Р.С t T Bl, RAHE., ЖИЕ ША V. 到 V, 的 
几经 之 道 ， 显 见 任 何 一 个 可 行 流 揭 流 量 F 不 会 超过 任 一 割 集 的 容 
量 ， 称 为 割 集 容 量 。 上 述 运 输 网 络 有 5 个 割 集 (如 图 8 一 11)， 其 
容量 分 别 为 35, 31, 64, 42, 32, ВЛАДЕ СЫ % 31， 简 称 为 
ЖЛ]. БАЛ V.: {ы P, лайы 严 最 大 不 能 超过 31, BH 
МЕК К БАЛО А, 

图 8—11 ІН Р. 指向 ,, МЕЙЕР SB Л 
X # X, VEX, FEX. ні А 8—120, А X Ж 


л 


< 
A 
№ 
> 
- 
“ 
| \ 
L 


一 


әәә ө 


图 8—11 ЖИЙ 


і 
% 
i 
I 
! 
І 
І 
1 
! 
| 
I 


- 


x x X х 
1 
у с] А ЖЕЖ 
СН U Es 
(a) { 


[J 8—12 BERRES N 及 Хаң) 

合 指向 х BDP K А. ЯН X 和 X AOTEA X ° 

нін X, OREM Хы X (如 图 8-20, ЖЖ X # X 

而 所 有 弧 都 割断 ， 则 图 C 变 为 不 连通 图 。 若 只 割断 从 X 指向 X 

的 那 部 分 强 (各 图 8-125 2,3,4)， 则 图 С 仍 连 通 ， 但 从 У, 
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到 V, 仍 没 有 路 。 2.7227 
ША X 到 X DRAM, КАЕ OLER $8-1). 
和 X RIRIA Pt ypt uD 
эч ЖЖ ЕНДУУ St f Cu; 村 ， 称 为 饱和 。 
任 一 网 络 G 中 从 V. 到 V, цн 
大 流 的 流量 等 下 分 离 Po. V, 的 h 
市 集 容 昌 。 称 为 最 大 流 -最 小 制定 理 : 
最 大 流 = 最 小 割 
这 是 求 最 大 流 问 题 的 个 重要 定 网 8—13 унс. 
H, CERRI EERE -Airi 
j* Е (C X* X) 便 AEE = ССХ®х*), р /* 就 是 最 
Жі, W СХ) 是 所 有 割 焦 中 容量 最 小 的 一 个 。 
定理 ， 伍 一 了 网络 C 中 ， 地 所 有 对 究 量力 整数 ， 则 必 存 在 整数 
的 最 大 流 。 
求 网 络 两 点 间 〉 的 最 短 距 离 和 求 网络 的 最 大 流 (ЕЛУ) 
是 一 个 对 偶 问 题 ， 这 牵涉 到 网 络 的 变换 问题 ， 我 们 将 这 一 变换 问题 
留 到 本 节 最 后 讨论 。 
三 、 最 大 流 算法 一 
为 了 说 明 寻 我 最 大 流 的 算法 ， 先 介绍 增 广 链 的 概念 。 
ЖУ. 设 了 是 一 个 可 行 流 ，& 是 从 V. 到 V, 的 一 条 链 ， 满 足 
下 述 条 件 的 链 称 为 增 广 链 。 
Ж ИОС, 0</,;<С 
强 (V V Cu, 0O</f, 二 Ci 
MEAGER- RRA n+:， 相 反 的 时 候 标 为 вт, 
[ 例 ] 图 8—14а 中 每 统 标 有 两 个 数字 (C，f)。 第 一 位 数字 
С 为 容量 ， 第 二 位 数字 7 为 流 野 。 读 网 络 的 流量 = 4， 它 不 一 定 
• 364 • 


|е 


是 最 大 流 。 

ҚАР, 到 И, 的 一 条 链 (如 图 8-00, V .— V >V >V, 
Vis CD (Иа). (Eu И.У) Са Е 
链 的 条 件 式 〈8 一 10)。… 图 8 一 142 ЕЛЕНЕ, 


(b) 
ІҢ 8-4 НИЕ ХАНИ F 
定理 .可 行 流 /* 是 起 大 流 ， 当 且 仅 当 不 存在 基于 f* 的 增 
广 链 。 
这 一 定理 没有 给 出 最 大 流 ， 但 它 提供 了 求 最 大 流 的 搜索 方 
向 ， 即 将 最 大 流 问题 化 为 求 增 广 链 问题 。 增 广 链 的 实际 意义 是 ， 沿 


”着 这 条 链 从 发 点 到 收 点 输送 一 个 流 ， 有 潜力 可 挖 。 将 流量 进行 调整 


后 有 可 能 得 到 最 类 流 。 这 是 应 用 增 广 链 概念 的 好 处 。 调 整 各 绪 的 流 
量 后 ， 各 点 仍 满足 平衡 条 件 及 容量 限制 条 件 。 调 整 方法 是 ， 者 调整 
尚 流量 为 /jj， 设 调整 后 流量 为 f 1;。 取 人 入 为 适当 小 的 数 ， 则 
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f a + А, (K V 6 nt 
ТЕС (РУО ЄВ (8—11) 
fiu > VV )€é u 


图 8 一 14(p) ЖА =1, MPH BENIS Di i ЙІЗЕЛДІН 8 一 15 所 
示 。 调 整 后 f 满足 平衡 及 容 基 限 制 条 件 ， 所 以 仍 是 可 行 流 。 流 最 
五 ( 广 )=5 代替 原来 的 РО/)= 4. 


У, 4->4 vi 


图 8—15 JW) BEN ESAPI TASON HL < 
| ғо (V V.) (V,V O (Vs) 


| 1 1 ЕО 3 3 


=ч 2 0 4 4 


这 里 所 述 的 最 大 流 算法 仍 是 一 种 标号 法 。 从 一 个 可 行 流 / Ж 
始 ， 若 网 络 中 没有 给 定 f， 则 可 以 假设 /-0, ШАЖИЯНА, СҰ 
流 串 是 一 个 可 行 注 }。 然 后 用 标号 法 求 关于 可 行 流 f ЙГЕ Ж 
增 广 链 存 在 ， 则 可 以 经 过 调整 ， 得 到 一 个 新 的 可 行 流 f"， 其 流量 
КОГУШ FD 增 大 。 下 一 步 重 复 这 一 过 程 ， 直 到 得 出 某 一 可 行 
іт f*， 关 于 该 流 的 增 广 链 不 复 在 在 ， 则 /* 即 为 最 大 流 。 上 述 
求 最 大 流 的 方法 实质 上 就 是 通过 调整 尽量 使 正 向 颖 的 流 最 等 于 (或 
接近 于 》 容 量 ， 而 使 反 向 弧 流 量 尽 量 等 于 〈 或 接近 于 ) 0。 

算法 分 为 两 步 СИВ 8—16): 
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、 第 一 步 是 标号 过 程 ， 用 标号 法 找 有 无 增 广 链 。 
ЖЕЖ ЕЕ, ЖНЖ, WE S. 


ЕГІ Р, 


р 
— ІТ Pk 


ІҢ 8 一 16 最 大 流 算 法 框图 


现 以 图 3 一 14a 为 例 说 明 算法 。 取 网 络 已 给 定 的 f 为 可 行 流 。 

第 一 步 ， 标 号 过 程 。 

1. 首先 给 V: Е [$,+<о] 

2. 检验 V. ЖАЛА ГАТР, СЕНБЕ 点 
V, 及 V,, REA У, ННН ИЛЬЕ C? Ға-Сазл3, 
ейл, 

fa=1<C;, ЖР, нЕ [+ S,4], +S RRA V. Ж, 
可 以 由 该 点 向 УУ, ЛЕВ, ААА РІ 可 以 增加 的 流 
E, 

[ 注 ] 一 般 人 情况， 对 强 CU V y, Ж Оо«</л<Сл, #8 У, Е 
[+i AW] A(k)=min[A(;), Са- Ја] Š 

Ж (УГ), 著 0<fw, ñ V, 标 上 1-5 AG], AW 
=min[A(7). fi]。 

з. ЕРУ, BAV. ШАКАН Е /<С ЖЖ, Ж 
人 V, Wk E i />0 的 条 件 。 

检验 结果 ， (VV y, f=C=2 舍弃 

4387. 


(VV), V. 已 标号 ， 不 考 虚 
«ҒАРУО» 从 V, АР), f =1>0 
在 V, 点 标 [一 1,1]， 其 中. -1 表示 “到 V, 去 ”，1 表示 
可 从 Ға 减少 的 流量 。min[4, 7а] =min[4,1] =1。 
4. 检验 И», У E Ёз, V. WA MSB 
Ў..<Са, Ғәзіс>0, 7. Va, 均 可 标号 ， 分 别 标 以 
[+2,1][ -2,1]。 
5. Æ Ёз, V, 两 个 点 中 任 选 一 个 进行 检验 ， 
例如 V, ЖАНА Vi АЯЗ, 而 Ја Сар .V1 可 标 
A [+3,1]. 
至 此 标号 过 程 完 毕 ， 找 到 -~ 条 增 广 链 如 图 8 一 17 所 示 。 其 中 
н = (И.И 1), ОРАҒЫ SNAN, (Из) 


У.[-1, 11 4,3 Val+2, 1] 


V.[ +5, 41 4.2 Үз -2, 1] 


图 8 一 17 МГЕ (Ғы ЫЫ. (ҒАУ. (ҒҰА), (РА) 


图 8-18 虚线 表示 最 小 割 
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第 二 步 ， 调 整 过 程 。 

取 调 整 量 Л = min{4,1,1,1} =1， 调 整 后 各 弧 f Ж 8—18, 
得 新 的 可 行 流 。 

重复 进行 标号 过 程 找 增 广 链 ， 

重新 给 У. ШЫ 15, +оо], P, 标 以 [+S,3]， А ОР, 到 
Ра, /=С; J, И» 到 玉 ，f=0， 均 不 符合 增 广 链条 件 ， 所 以 不 
可 能 再 给 其 它 点 标号 。 

这 时 F(f)=fa+rfa-faertfam=5, f 即 为 所 求 的 最 大 流 。 
算法 过 程 至 此 结 

用 标号 靶 可 以 很 快 找到 最 小 割 ， 即 标号 点 指向 未 标号 点 集合 的 
割 集 ， 如 图 8 一 18 ШАРА. WER 8-18 所 示 / EL Z: Sk K UE, 
ИЖЕ ЖЕНА БЕЛУ, ПН. ДЕЛУ = 最 大 流 = 5。 

令 已 标号 的 点 组 成 集合 X, X =4V.V RESAN ҖЕ 
合 X, X=(V,V,V V y, WARE XAS Ka), (И.И), Ж 
КЎ) 由 对 指向 Х, MARITA. Biin CXX) 
=3+2=5, 

由 上 述 可 见 ， 用 标号 法 找 增 广 链 以 求 最 大 流 的 结果 ， 同 时 求 得 
最 小 割 。 最 小 割 的 意义 是 ， 网 络 中 从 发 点 到 收 点 ， 有 一 条 必 经 之 
路 ， 其 容量 决定 了 网 络 通 过 能 力 。 最 小 册 则 是 这 条 必 有 经 之 路 中 的 叮 
只 部 分 ， 其 容量 最 小 。 因 此 决定 了 癌 络 的 最 大 通过 能 力 。 要 提高 流 
量 ， 浴 商 网 络 运输 能 力 ， 必 须 改造 这 个 咽喉 部 分 。 

四 、 最 大 流 算法 二 

这 一 方法 不 必 寻 找 增 广 链 ， 而 是 应 用 正 反 向 标号 法 。 算 靶 过 程 
简 述 如 下 ; 

1. 在 网 络 中 从 发 点 到 收 点 任意 选择 一 条 容量 为 正 的 路 。 即 路 
АЛЫН» > С 表示 路 的 容量 ， 选 С 等 于 这 条 路 上 各 
Бал, | 
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ә. РЕК, ЖШ ШИШ C, ШУН /;+С ЖР, 
[fa Ж О) ВОЙ Е]. БЕНЕН, ЖЕЛІК КН 
路 多 送 了 一 个 流量 С. 

з. 用 Co- -CREAR Co С Ж ЭРИНЕ (V, 
Ур 的 容量 多 余数 。 例 如 开始 设 /= 0， 则 C, = 每 性 实际 容量 ， 
全 部 都 是 多 佘 的， 没有 被 利用 。 令 / = 0+C， 则 下 一 步 多 余 的 容 
量变 为 С;-/-С;-С, $ C, - C ладан, 作为 正 向 
标号 。 

4. 假设 网 络 中 沿 上 述 路 存在 《VV;) RAR, GERKE 
HER, шәрти. MAM (77:》 容 量 加 С, M 
СызС К Cj;:， 相 当 于 沿 正 向 弧 (VV REAY C. - C, 3# 
Cj;;+C 作为 反 向 标号 标 在 弧 的 终点 。 

5. 选择 另 一 条 从 发 点 到 收 点 具有 正 容量 的 路 ， 重 复 以 上 过 
程 ， 直 到 从 发 点 到 收 点 没有 其 它 止 容量 的 路 为 止 。 

[ 例 ] 图 8 一 1 输电 系统 中 网 络 最 大 流 算 法 。 所 给 网 络 中 |, 


图 8-10 Ий 
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Vas Уа 为 电站 ， 因 此 这 是 一 个 多 发 点 网 络 ， 在 计算 时 将 它 化 为 章 
发 点 网 络 较 方 便 。 这 只 要 正 原 网 络 中 增加 一 个 新 的 发 点 信 ;， У. 有 
己 个 关联 弧 分 别 指向 Из, Уа. Уа ОЯН), ЖИН 8—19, 
而 Уз, Уз, Уз ЖНЯНЖЕ hk. АА V. 到 V. Уз, Vs ЖА 
的 容量 Са, Ca, Са 应 读 等 于 三 个 电站 的 发 电功率 ， 即 分 别 为 
15, 10, 40 ЖЖ. |9 8 一 19 中 还 标明 了 其 它 各 骂 (V V) 的 容 
ж С, CH Ж ҖЫЕН). БАЕ ЖКА ЛАД V — V, 五 个 城市 输 
Шуд, ЖТ ТАН {ЕЙ У ЖЕК, ЖАР, 
到 该 点 的 最 火 流 ， 则 图 8-19 所 示 岗 络 在 在 着 五 个 最 大 流 问题。 

现在 设 点 Р» Хм. ЖИН 8-19 BRAR, A ieh НА 
集 为 ((V V ), (VOY yr. НЕМЕНЕ ЛУЫН) 为 10+45=55， 这 
就 是 最 大 流量 居 。 但 每 段 扳 上 的 流量 水 能 一 下 了 看 出 来 ， 必 须 g 
步 计算 。 我 们 用 上 述 的 焉 反 向 标号 算法 。 

第 一 次 计算 

1. ЖОҒ. 点 开始 ， 人 生意 选择 一 条 到 V. ПО. ИЕ Ж ЖР) 
AEM, MAE Co HAE. АОИ ээ 这 条 路 ， 
选 路 的 容量 为 

С = ші {С.з Сз, Cis} = 1019140, 20, 45) = 20 


2. 图 8 一 19 中 来 标明 流量 ， 设 可 行 洲 为 0， 于 是 所 选 的 一 
条 路 上 各 弧 流 晤 为 f; = Js= fa = C =20。 
3. жойы, А ЕРЕН Sta Е ЖІ И, Л 20 
单位 的 流量 ， 则 本 被 利用 的 容量 减少 20, Ж/Д 
| C. = C.,- 20 = 20 


Ce = Car -20-0 
Сон. = С -20- 25 
4. 12635 ЫЫТ Ө ЖАРАУ» ЖТ ЖУР (VV ;) жн 
311% 


Cu 原 为 0 ， 现 在 分 别 如 С=20, W 
Car = Суз = С = 20 
5. МАЕ 90, RRT INRENA 


RARR, 例如 Сат 10,С,. = 0, 整个 网 络 的 正 E Ін 标 号 如 图 
8 一 20。 


РЧ 8-20 —- Ян ЛУ АЕ 


然后 从 发 点 到 收 点 选择 男 -- 条 具有 正 容量 的 路 。 重复 以 上 步 
贡 。 沿 这 条 路 输送 尽 可 能 大 的 流 ， 每 次 运算 ， 均 将 这 条 路 上 各 弧 正 
АЕР, ПТ ЛОК БЕ [и ЕЛИ Ж 

第 二 次 计算 

设 选 一 条 路 为 了 ,一 一 Vo 一 让， 其 最 小 容量 为 10, H 
C =10, 沿 该 路 输送 一 个 流量 为 10 的 流 。 于 是 Ға fas = Гов 10。 

Са Сә. Cs 均 由 原来 的 10 减 为 0 。 

С, Ca. С. 均 由 原来 的 0 增 为 10， 新 的 网 络 标号 如 图 
8--21, | 
° 372。 


v 


5 20 20D4- ү, -->0 эф Кү 


8—21 第 二 次 计算 结 采 


图 8—22 第 三 次 计算 结 凡 


第 三 次 计算 | 
选 一 条 路 为 V — V — V а-э ӘР»; 其 最 小 容量 为 15, 
4913. 


Ж С -15; 

标号 调整 如 下 ; Јов 由 20 М 35, Jas Ла. fas Jor ЖИН 
0 增 为 15% 

Cr ІҢ 25 ЕЖ 10, 而 Cu, Cias Cu, Cor 由 15 00, 

Ce: 由 20 Ж 35, Са. Са. Са. С НО 2) 15, 19 
整 后 的 网 络 标号 如 图 8 一 22。 

现在 从 И, 到 V. 只 剩 下 一 条 路 还 未 选 用 ， 即 KKN e 
—V V, ЭРЭР, ЖЕЛ ЫА Сыь=10, w C =10。 即 灌 这 
条 路 增加 一 个 流量 为 10 的 流 。 

调整 标号 : 

Ў.а ІҢ 20 5320 30, fa ІН 35 增 为 45, /зв, Jess feza Sor 
由 0 增 为 10, 


ERR HN 


调整 前 | 20 30 20 І К БЕРІ | 10 
WER | 60000000090 о 
反 向 容量 调整 
| Ca Сл С С» Саз Css 
调整 前 | 35 0 0 0 o 20 
调整 后 4 ш 1 li 10 30 


阅 络 的 最 后 标号 如 图 8 一 23， 从 И, 到 V, 已 没有 其 它 具 有 
正 容量 的 路 ， 算 法 到 此 结束 。 各 弧 的 流量 如 下 : 


314 


i 


р Е 
图 8-28 РОЖЕ A 25 
Ғл16, fa= 40, fs: = 30, Ғаш15, М9, 
fsa=10, fas=15. Рао = 10, Јат = 20, Йв-10, 
Рат = 15, Ғы = 10, Рав = 45. 

从 V, 到 V, ЕХ 17-55 ЖА, 

图 8—23 ЕЕ ЖОПЫ ERNARI ЭН 56, 
因为 最 小 市 集 {CV в), (FV s); 的 正 血 容量 标号 为 0 ;说 明 这 
两 弧 已 经 人 饱和， 全 部 容量 均 己 被 利用 。 共 它 弧 段 昌 然 正 同 容 量 还 有 
富余 ， 伍 受到 最 小 刘 的 限制 ， 不 能 充分 利用 。 

БІН ЕЕ ЫН ТАРА ОН (V V 反问 容量 Cos= 0, 
2.) | =O, MRE V. 的 电力 不 出 电站 Р. 输送 ， 而 是 由 电站 六。 
经 Ve 输送 到 V 

五 、 刚 络 的 线性 变换 与 对 假 网 络 

《最 短路 问题 与 最 大 流 问题 的 转化 ) 
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sk — 4 2 Iy) te u ІЗ іл) БАЛЕ ЖК 93-ГЕ ys K e 
题 。 这 两 个 网 络 之 间 有 对 偶 关 系 。 若 共 吊 一 个 称 为 原 网 络 ， 则 另 一 
个 称 为 对 倘 网 阁 。 原 网 络 与 对 俩 网 络 之 闻 工 为 对 侦 。 

ГЈ] ВӘ 8—24 表示 ТК „ БІЗІІНІШ АМ, Кт Т 表 
Л АНЫ КИЕ (ARO, ЕРИ, шешім. ХАТ БЕГ 
8, ПЕНЕН 2 P >V ш—›/„, ЖЕШЖ 
15+9+7= 31, 


101 8-24 ARAA 


—TU' 
2 NS 
区 Жи. 
L aA з, 
— < una s ux mas e 
КК 2? 


P4 8—25 网 8—24 28 


图 8—25 表示 -个 运输 网 络 ， 其 中 数字 表示 最 大 道 过 能 力 , 即 
运输 容量 。 这 个 网 络 的 最 大 东 (ҢЕЛ) 为 31。 恰 好 与 图 8-2 
最 短路 相同 。 这 说 明 图 8 一 24 :图 8 一 25 之 问 有 一 定 的 线性 变换 
RR ЖАЛАНЫ. WENE 8—24 与 图 8 一 25 互 为 对 偶 。 

从 原 图 到 对 偶 图 的 变换 可 如 下 得 到 : 

在 原 图 每 个 区 不 间 耻 一 点 〈 如 图 8-26), H] 8-26 中 共有 五 
。376 。 


Ал УАЙ» АРА ТИИТ ДАНИЛА Ve 5 F HI 
Аз {ЕЛМИ У,, ҢЫ АМИТ БН. хн 点 用 
ЖӘЕ, ОЛЫ КЕЗ Р!) Н h LD К. ЧЕЛЕК A ДЕ 
(图 8—24) 得到 如 图 8—-25 тд ЛА 

{РАЦ 2 8-26, пр И, BIRIT R ГЕ ЗС БЭЙЛЕ 
ЖАТЫН Д 00 5 8] 9. (R P. 与 7, ASE, А р АУ T 
ED. МЕДА Е Z ЕН ДАА F. p| Р, -Ж ОЖ 
BE), ЖӘНЕ ЕНУ нен. ІШІ ЛУЫ, РЛ R Ki EH 
Ву ВЯ. {ЦН ЕЛЕНЕ ТЩ: ТЕ ЧЫП A m 
АЛУ ИӘ. ОИ), СР НИЦШЕ АМ Hš 
о W И.Э sokak, ХЕ РАЈ АННЫ 


©, 
, 
; 
1 
— Жы — ғ Sa 
一 一 6: Ж 
Е a Ч 
е ы y 
S 9; a Pi y 
2 ~ 
7542 i Al з Ж b- _ 
54 ” 77 >. 
| — £ ——- 
ҺИ) 
t 
\ Fi 
\ / 
РА 
Ме 227 
`Y х 


ІҢ 8-26 tuy inu q 
МЕРА Йала af АБУН Ва ЗААРА | h {Ей 8 一 26 
中 原 图 弧 的 方向 是 河 着 链 的 前 进 方 沿 从 Ve 到 天， 则 在 对 偶 向 下 
的 弧 是 从 始点 Ve 经 过 割 集 到 达 终 点 Vao 
MLEKARA, BAN АЕН i 0 fk й Э 
Ж. MREMA, АО SWETA, BEA 
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问题 与 最 短路 问题 互 为 对 偶 。 

АЫ. ИЖ -图 素 分 析 和 计算 不 方 使 ， 就 可 以 将 这 个 图 形 综 
合 变 换 为 等 效 的 对 个 图 ， 图 形 性 质 也 作 了 等 区 的 变换 。 于 是 问题 的 
提 波 相应 变换 为 对 偶 癌 题 提 法 。 实 际 上 是 将 图 〈 或 网 络 ) 的 信息 作 
了 一 次 等 效 变 换 ， 从 而 更 便于 分 析 研 究 。 

上 述 建 立 对 惕 图 的 方法 上 只 适 用 二 平面 图 。 所 谓 平 面 图 是 指 任 闪 
两 条 性 都 不 相交 的 图 ，( 如 图 8 一 27)。 否 则 就 称 为 非 平面 图 ， 如 图 
8 一 28。 


V 


|Ң 8-21 


ж ДЕ 


图 8-28 4ЕЖІНЕ 
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定理 . f G AANE, M С 医 必 有 对 偶 图 存在 。 

这 定 坦 说 明了 G 图 为 平 而 图 的 充 旨 条件 。 

ЖЖ CG 下 一 个 非 平 而 图， 必须 先 修改 为 平面图， 才能 作 图 的 
Ай, БЕЙ АЩ. {ЙЕ 8—29(а) 表示 供水 系统 的 非 平面 
BI, £a oN UHF E. 


9 8 一 29 Ж 2] Са) 1 ЕШ (5) 


企图 8-29(а) 中 (Р), САРЫ) ДВБ, ЖТ 
BORTER, JE- ma E АА Ут (АД 8—295), 


Г 8-30 itk Kas аша (ІНІ 8-20) 红线 表示 其 对 偶 图 
. 379- 


(РАР. АУЫ 181—788 ПҸ РЕ, ЭТЕД АЯН Іні, £ ЛО 
32 20。 回 理 (УР), (Р) ТЭТА, Са ес 40, 

这 样 我 们 就 可 以 画 出 图 8--292 的 对 偶 图 ， 如 图 8—30 КЁ #& 
所 示 。 

电网 络 中 ， 这 种 图 的 对 个 关系 也 是 经 党 全 到 的 ,我 们 举 一 个 
最 简单 的 例子 。 图 8—31 表示 下 个 出 电 奈 源 V 供电 的 А Д.С 
串联 电路 ， 其 对 但 电路 知 图 8--32， 是 由 电流 源 供 电 的 GCs 工 ; 并 
联 电 路 。 


Е 8-31 ГС фен ІҢ 8-22 АДС НЕА 0 
电路 村 侦 关 系 


原 图 | 对 B H 
АЫ ЕЛ Н БШШ 


一 个 回路 包含 "个 元 休 | g" -个 节点 为 参考 点 》 
Ж 3 | 电流 源 
回路 电流 | “考点 电位 (以 参考 点 为 淮 》 
Ет Бөке ші _ ; 
m “йа соны 
ЕТЕР 7-1 电感 I 


Tr эе А, r... v мы тд 


DU КН Ы ЕНЕ ДЕТ. HERMT: 
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1. ERLAR ATD, МІМЕН РЇ 3 Н 

2. ee 

3. 用 虚线 将 各 点 连接 ， 虞 线 与 原 图 元 人 相交 ， 丧 示 对 偶 图 中 
ойо ооо о о A 


rat R 
2-- ыы, N 
Г i 1 ` 

У N с Я ә а 
Ое Е 
/ 1 li | i 1 
` , 1 ra к; 

“ : 一 
Waen ее A. 2 4 
x СЯ -7 Mi 


ІҢ 8-3) {МЫРЫ 


图 8—33 坟 示 用 打点 法 构造 图 8—51 WAHRE (如 虚线 所 
东 )， 其 结 末 如 图 8 一 32 Prano 


$ 8-4 最 小 费用 流 问题 


一 、 运 输 问题 

设 有 依 个 供应 点 S:=1 2…m)， 称 为 发 点 ，4 个 需求 点 +t; 
(T=1,2,…nm)， 称 为 收 点 。 为 满足 害 求 量 ， 将 货物 〈 或 产品 ) 从 发 
点 运输 到 收 点 。 令 а; Ж ДЖ pa AUR BE F, di 为 每 个 收 避 的 需 
Жас (АП  8-—34)„ BU ш ЖИЕ. ШИ ЖШ ТА, 

тб, 为 从 第 ?个 发 局 到 第 广 个 收 点 运输 单位 货物 晤 (单位 流 
ED ШЕЛІ, b; ЧЕЙ 

тол, 为 从 第 i 个 发 点 到 第 六 个 收 点 运输 量 (流量 ) , 

“381. 


ІҢ 8—34 үш 


оС, (8—12) 
С, 为 网 络 中 每 弧 容 量 。 
运输 问题 的 数学 模型 为 ， 
求 一 个 可 行 琉 卫 ， 使 总 费用 最 小 
шїн 2= 5, > hf; (8—13) 


i=} Z=; 


同时 满足 下 述 约束 条 件 
> f <a; іші,2,-"т 


т (8—14) 
> Барға; Үл1,2,чен 
ті 


раб іш1,2,е-т, |ш1,2,чело 


使 总 费用 最 小 的 可 行 流 称 为 最 小 费用 流 。 

这 是 一 个 线性 规划 问题 。 现 在 我 们 用 网 络 模 型 求解 。 运 输 问题 
的 特点 是 具有 整数 性 质 ， 即 如 果 所 有 oa;Gi=1,2,，…m) 和 b= 
1,2,-"п) 都 是 整数 ， 则 最 小 费用 流 〈 郧 问题 的 最 优 解 ) 也 是 整数 。 
在 网 络 的 中 间 各 点 应 满足 平衡 条 件 。 运 入 读 点 的 货物 量 等 于 从 该 点 
运 出 的 货物 量 。 

如 果 要 求 出 从 发 点 到 收 点 的 最 大 流 ， 辐 时 又 使 总 费用 最 小 ， 则 
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上 述 问 题 变 成 求 最 小 费用 琉 大 流 ， 这 是 运输 问题 的 一 个 特例 。 


=. ЖГ БЕНЕН 

Bú ЗАЛ КТЕ Y ГН Ы. ӘЛЕ 
КАТ НЕ, SER ИЕЛ ГІН НАЕ 
广 链 的 进一步 发 展 推 广 。 

如 果 回 路 的 方 加 已 定 。 设 是 图 G 中 -个 回路 M БІН 
与 回路 方 间 一致 时， 这 些 弧 记 为 x , K< lu А — # IF, 102 
и, EME PRAE, me ERT 7 〈 相 对 于 回路 方 癌 ) 
的 增 广 回 路 。 

ӨРІРРреи, fui 
(мұғ еи”, Ба>9 

一 个 同上 路 是 否 为 增 广 回路 不 仅 与 f 有关， 而且 与 и WFAA 
关 , 所 以 要 规定 增 广 回路 是 相对 于 4 的 某 方 向 (全 如 顺 时 和 针 ) 的 回路 。 

LE) 设 有 一 个 可 行 流 如 图 8 一 35。 弧 上 数字 表示 (C. fh 
8+ 


8—15) 


ut=4(HV ЖУР 07.7) 
а= ((V IV), (РАР 


= f 2 -1 
Í 3 3,1 
ү, wu 
3,2 М 
ызыл aak Ni 
f=ł L 3,3 f: 3 
РА 8—35 МИФ КЛАН 是 14 8--36 ИИ Эи 4-4 
а elig ME 


* 383 ° 


了 由 图 可 见 ， 对 z", 六 Ca /<С› 

жи”, fuh, Ра>0, 

ШЕЕ p A AR Fak n RE ЕЕ. 

AL [lg yu ШК yy y£ (如 图 8—36), HETE, HJ 

ut= (F V y, VNV, 

fi 之 Ci Ға Са (不 满足 /<С 条 件 》 
н> КҮР), 19 

Лас>0, Га-0 (PRE /7>0 条 件 ) 

.道上 时 针 方向 林 基 增 广 回路 。 

如 举 有 可 行 流 了 上 上， 回路 关 若 为 增 广 回路 ， 则 租 最 大 流 算法 中 调 
整 增 )“ 链 的 流 员 一样， 在 求 最 小 费用 流 算 法 时 ， 可 适当 选取 和 信 ， 调 
整 增 广 回路 的 流量 。 

R A, Ж 

ем (Сер Ра) тіп д (8—16) 
ТЫ и” 
并 调整 流 最 ， 使 
Ў = єр А (V V En? 
Ди = fal A (V UV )C n" (8--17) 
fii rafy серен 
则 f АЕ РЕТІ. 

ARER, AAAF ЮЛ, ЖЕЖ Ғу<С;; 的 
状态 变 为 fi =Ci;， щн С, Zh, 而 属于 и” 的 弧 尽量 
使 fo 0 或 更 近 寺 9 

[ËJ] ЖІ 8 一 37 为 调整 前 可 行 流 f 。 图 8 一 38 为 按 上 上述 方 法 
调整 后 的 可 行 流 f o 
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ІН 8 一 37 调整 前 可 行 深 |4 8-38 ЛЛ 
调整 量 人 =Min тіп (2, 3), min (2, „ш. 
u` u 
比较 调整 前 后 可 行 流 f 与 /的 费用 ОУ» М 507). ТЫ 
证 明 
BUD -BU = АСБ Eh) (8—18) 


式 中 лро, b(a)= Zb; - 25и B E й Д, Ж 
b(/'y-b(f)> 0, 表示 调整 后 费用 变 大 ， БР - СР) <0, H f 
费用 表示 费用 减 小 。 若 某 一 可 行 流 了 已 是 最 小 费用 ， 则 图 中 不 存在 
负 费 用 的 增 广 回路 。 

于 是 我 们 可 得 可行 流 最 小 费用 的 充分 必要 条 件 为 ; 

1. ят. MEERE RERA MRE RTF 

2. 最 优 性 : 不 存在 关于 f 的 费用 为 负 的 增 广 回路 ， 澳 逆 也 
真 ， 这 是 最 小 费用 流 的 基本 定理 。 

所 以 计算 方法 有 两 种 : 

1. 计算 过 程 中 使 f 总 满足 可 行 性 条 件 ， 同 时 每 次 类 代 使 了 Ж 
步 满 足 最 优 性 条 件 ， 一 旦 满足 最 优 性 ， 妈 得 最 小 费用 流 。 

2. 在 计算 过 程 中 使 总 满足 最 优 必 条件 ， 同 时 每 次 迭代 使 f 
逐步 浦 足 可 行 性 条 住 ， 一 瑟 满 足 可 行 性 ， 凤 得 最 小 费用 流 。 

图 8—39 тари ДҮЗЕН. 
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PH EIE p 


ЖЕЙ bip) 


否 | 无 负 费 用 增 广 回路 


最 小 费用 流 


图 8 一 39 ”最 小 费用 流 算 法 的 程序 拒 图 


三 、 最 小 费用 最 大 流 问 题 的 算法 


这 是 最 小 费用 流 的 特例 。 最 大 流 不 一 定 是 最 小 则 用 流 ， 要 在 最 
大 流 中 挑选 一 个 费用 最 小 的 。 所 以 既 要 满足 最 大 流 条 件 ， 又 要 满足 
最 优 性 条 件 ， 即 不 存在 关于 了 的 负 费 用 的 增 广 回路 。 
设 发 点 Баз 令 а,-Ғ(Уу 
ША У,, а= - Е) 
34 рәс, іі 时 Уа, = 0 
算法 一 . 
ЖА V. 到 V, 的 最 大 流 ， 作 为 一 种 可 行 流 ， 即 令 РОЈ) 为 
V, ЗІР, тн, ДРАКИ ( 即 满足 可 行 性 条 
件 )， 检 查 有 无 负 费 用 的 增 广 回路 ， 直 到 满足 最 优 性 条 件 为 止 。 
为 了 求 运输 网 络 从 V. ЖР, 的 最 小 费用 ， 我 们 可 以 把 问题 
转化 为 求解 V. 到 三 ;的 最 短路 问题 。 这 就 需要 构造 另 一 个 网 络 ， 
称 为 长 度 网 络 ， 在 长 度 网 络 中 求 最 短路 。 
长 度 网 络 的 构造 方法 为 : 
” 385» 


1. ЖАЖА, ҖЕ R Z RL ISA K Ps 290 СІН 
8—40), 
2. SIK 
Б; ҰРу/<Сіу 
t >| (8—19) 
+ co f À = C;; 
Жа + 的 意义 是 ， 这 段 驱 已 饱和 ， 不 能 再 增 大 流量 ， 若 要 
增 大 流量 ， 则 要 花费 很 高 代价 ， 实 际 上 不 能 实现 。 因 此 长 度 为 + со 
的 弧 可 从 长 度 网 络 中 去 掉 。 
з. 令 绝 长 
| _ b;; 2 f 20 
{= (8—20) 
+co > Ғу-0 
这 里 + oo 的 意义 是 流量 已 减 小 到 0 ， 不 能 再 小 ， 否 则 要 傈 出 很 高 的 
代价 ， 实 际 上 不 能 实现 。 


1 
bi; 
一 bjij 
j 


Va 
ІҢ 8-40 ВУ ТАЕКЕ Бро FL 8-41 АКИН АО PRE 


在 愿 运输 网 络 中 找 负 费 用 增 广 回 路 ， 等 价 于 在 长 度 网 络 中 找 负 
回路 〔〈 总 长 度 为 负 的 回路 )， 洲 不 存在 负 回路 。 则 表示 从 Р.Р, 
为 最 短路 。 相 当 于 运输 网 络 中 费用 最 小 。 若 有 负 回 路 ， 风 在 原 网 络 
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的 增 广 回 路 上 沿 回 路 方向 调整 f ， 得 新 的 最 大 流 ， 吾 去 求 长 度 网 
络 。 因 此 每 一 步 算法 为 ; 

1. ЖУ, | У, ЕКЙ /, 

2. КЕЙ L, 

3. ТЕКЕМЕТ ДІН, HAEARN, АРАҒА 
ЈЕ, АНОНСА. ЖЫ 2, 

АЯН НЕ НЕ. 

[ 例 ] 给 定 网 络 С, ХАҢ 8 一 41， 强 上 上 数字 为 (6, Сі), А 
图 8 一 41 中 可 直观 地 看 出 H. 5 V, ШЕВ ОЛ (CV V), 
(V V yr, ЖЕМІ 11, Da Kit F = 11. 

ЖП, ИЖ ХАОЛАВН — В Py jk be /?, Zn 
图 8—42a, ТЕ вт, ШАВК Л Е ЕЛУЙ НИ, 
与 G 网 络 对 应 的 长 度 网 络 上 如 图 8 一 420。 


(a) G ЭФ, ДЫШ 599 (ó) Z. 网 络 ， 负 回路 
J |i VV or sar ҮР, VV ЕЗҮ ҮР, 
ІН 8—42 


在 L АНАДА И.Р, Из... ЖНА С 网 络 中 有 
Юн V..V.V V V, ВТА БВА at= (V V), 
(РАР и ={(, з), Ор 满足 增 广 回路 条 件 。 
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Hiri A = Мішізтіп (С;;-/;), minl f: p} 
b(f”)-5(/)= Ab- Tb)=2[(1+3)-(4+6)] = 一 12， 
И 


т ИЛА] ЖЕТИ f 0: f ДАЛЕ iya, ЕНИС КЛ, АЕА 
运送 11 单位 货物 从 V. 到 РУ, АЯЙ 71. WEWE 12, Ж 
ЕЕ ӨГГЕ {ЖЖ НЕ 71-12-39, 

ТЕГ НІН. ЕКІН /°? АПРА 8—i3a, ЖІ 
造 相 应 的 L AA, ЖЕҢДІ АУРУҒА, ТЕҢІМ G 网 
Ж ЕНЕГЕ ЕМІ V. V. at= (V V.) (V К ГР 
u= (И), ВБЛ ЛАША ТЕ. 


V, 
7 
7 
Vs Ж. ; 
4 
4 Vs 
4 
V, 
(а) G аа, Баха SO, (6) А 15, Ч 
BS] `` IPS ҮКҮ ырымы; 


ІҢ 8 一 43 
Witt, A= miní14,5,71 = 4 
Ы/9-Ыр-АС-Ж-42%2-0--4, 
调整 前 存在 负 费 用 增 广 回路 ， 费 用 流 还 未 是 最 小 ， 调 整 后 可 望 运 输 
总 费用 从 59 降 为 59-4=355。 
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调整 后 得 新 的 最 大 流 /#9, ЖИ  8—44а, НІМЕН L, 
如 图 8—445„ Æ L 由 已 设 有 负 加 路， 因此 所 得 最 天 流 费 用 最 小 ， 
ҚУ, 输送 11 个 单位 货物 到 天， 总 费用 为 12+8+#+12+8+7 


= 50, 


(a) G ын, ж Ай РОО, ERRAR — (0) Z Юй EAB 
ГЕ ZU 为 最 小 费用 最 人流 
i3] 8—44 


算法 二 

我 们 知道 ， 零 入 /= 0 也 是 最 小 费用 访 ， 当 然 它 不 是 最 大 流 。 
为 了 求 最 小 费用 最 天 流 ， 我 们 可 以 应 用 前 几 节 介绍 胡 标 号 法 先 找 关 
于 了 的 最 小 费用 增 广 链 ， 利 用 林 闻 算 丘 一 介绍 的 乓 度 网 络 构造 法 ， 
求 该 网 络 的 最 短路 ， 就 等 价 于 在 G 圆 络 中 求 关 于 了 上 的 景 小 费用 增 
广 链 。 所 以 算法 可 进行 刻下: 

1. RERAMA O= 

2. ”构造 长 度 网 络 工 ， 求 最 短路 。 

3. 这 最 短路 就 是 对 应 在 С 网 络 中 的 关于 Z 的 最 小 费用 
њу, 

4. ДЕҢГЕ ЕТЕ, ГАА НИЙ 7-2 

BAS? FERK- PR, BA L 网 络 中 不 出 现 最 短路 为 止 。 
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设 在 第 -1 步 ， 我 们 得 到 最 小 费用 流 / Р, K — 4 5 
зо 相应 的 L И, ЖАУ. 到 V, ЕЕ, ЖЕБЕ С BU 
НЫН) Бен 上 对 РО 进行 调整 ， 得 最 小 费用 流 Ғ, 
调整 量 为 ， 


А = тіп[аца(С,;- f: TD), minf; 00] 
“+ н- 


ны Ло 重复 上 述 步 又 。 

车 根据 最 小 费用 流 70 的 G 网 络 所 构 闭 的 L 网 络 中 不 存 
在 最 短路 , 则 fU 就 是 最 小 费用 最 大 流 。 这 个 算法 将 最 大 流 问 题 化 
为 最 短路 问题 ,使 在 满足 最 小 费用 流 的 条 件 下 一 步 一 步 接近 最 大 流 。 

[ 例 ] 图 8 一 41 FREESE Oo, C), MARR 最 
小 费用 最 大 流 。 | 

从 ?=0 开始 ， 图 8—45 表示 与 РОН К ЖА 
LO, VVV, 是 最 短路 ， 即 为 G 网 络 中 关于 БО 的 最 小 费 
用 增 广 链 。 


图 8-45 ІҢ 8—41 的 长 度 鸥 络 | | 
按照 上 述 算法 依次 得 最 小 费用 流 ОРО РӘ Р, Бра Н 
应 的 长 许 况 络 Lus LD, е p Cas. 如 图 8 一 46。 总 流量 Ж 次 为 | 
5,7,10,11„ LH PA И, ЗУ, CARA, МНЕ, MAY 
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为 最 小 费用 最 大 流 。 


vi 
N 


Va 


5 


у, 
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3 8-5 网 络 最 优化 理论 的 其 它 应 用 


一 、 关 键 路 分 析 


关键 路 法 是 在 计划 管理 和 生产 纽 级 安排 中 很 有 用 的 计划 和 调整 
工具 。 关 键 路 分 析 可 帮助 我 们 决定 最 合 埋 的 工期 ， 而 避免 浪费 时 
间 。 我 们 下 面 举例 来 说 明 。 

[ 例 1] 设 某 项 研究 任务 需 昌 建立 四 个 虑 子 系统 〈 即 有 4 道 工 
FE) ， 标 号 分 别 为 秆 、 亏 、 丙 、 丁 。 建 立 这 四 个 才子 系统 估计 所 需 
时 间 如 下 : | | 


ха ін | é l| ма | т. 
янә | s | ç |5 


Жайт. Z, ЕНА ІН. ІН ЖӨКТІРМЕННЕІ 2 45 
的 特性 有 关 ， 轩 此 在 中 、Z,、 丁 没有 完成 以 前 ， 系 统 丁 的 工作 不 能 
开始 。 

我 们 用 图 8 一 47 所 示 网 络 表 示 这 项 研究 工作 的 进程 。 每 弧 Ж 
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示 一 道 工 序 〈 本 例 中 即 为 建立 一 个 电子 系统 ) 。 点 表示 下 述 事 件 ， 
2. ， 而 离开 这 个 点 的 工序 刚 开始 。 

广 。 为 始点 表示 整个 研究 任务 开始 ， 终 点 V, 表示 整个 研究 任 
务 完成 。 

图 8 一 47 所 示 网 络 模型 表示 各 工序 先后 顺序 和 相互 制约 的 35 
系 。 弧 上 的 数字 一 般 表 示 完 成 这 道 工 序 所 需 时 间 (或 所 需 资 源 如 人 
力 、 材 料 、 资 金 等 ) ， 本 例 中 表示 时 间 。 从 И, 开始 ， 同 时 执行 
HR. Z, Тт, ЯНА OVD, (V... (У.а) 所 需 时 间 均 
为 0 ， 表 示 “ 任 务 开 始 ” 这 一 事件 并 不 耗费 时 间 。 从 图 中 可 看 出 ， 
甲 、 乙 、 再 没有 完成 以 前 ， 工 序 丁 不 能 开始 。 当 工序 于 完成 时 ， 才 
能 重 布 整个 任务 结束 。 

最 见 当 任务 开始 以 后 工序 乙 所 需 时 间 6 个 月 是 最 长 的 ， 在 6 个 

月 内 ， 工 序 丁 不 能 开始 。 从 任务 开始 到 任务 结束 最 长 需要 9 个 月 。 
因此 V.V.V V, 这 一 过 程 决定 了 完成 整个 任务 所 需 时 间 。 如 果 能 
减少 工序 乙 和 丁 所 需 时 间 ， 整 个 工期 就 可 缩短 ， 否 则 ， 延 长 乙 和 耳 
的 时 间 ， 整 个 任务 工期 就 要 延长 。 : 
00 VIV V, 称 为 关键 路 ， 这 个 网 络 称 为 工序 流 线 图 或 关键 路 法 
网 络 。 和 关键 路 法 类 似 的 是 计划 评审 技术 。 它 也 是 统筹 方法 的 主要 
”工具 ， 用 以 合理 的 组 织 、 调 配 、 管 理 和 控制 使 用 人 力 、 材 料 、 资 金 
和 时 间 ， 对 工作 量 大 的 任务 〈 复 杂 的 工程 系统 ) 进行 合理 安排 ， 使 
能 最 早 完 成 任务 而 投资 最 少 。 这 里 不 作 详 细 介绍 。 

求 关键 路 实质 上 就 是 求 网 络 的 最 长 路 。 

由 图 8 一 47 可 见 ， 工 序 再不 在 关键 路 上 ， 它 的 完工 时 间 最 多 
可 以 延长 2 个 月 而 不 会 影响 整个 任务 的 完工 期 限 ， 而 工序 乙 和 丁 均 
在 关键 路 上， 即便 延长 一 点 时 间 也 会 使 整个 任务 拖 后 ， 所 以 关键 路 
上 的 工序 称 为 关键 工序 。 

[ 例 2] 灯泡 三 制造 基 种 灯泡 ， 共 需 -十 种 工序 а,5,с<ей,1,1, 
这 些 工序 的 先后 可 以 用 工序 流 线 图 (图 8—48) 表示 。 弧 上 所 标 数 
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宰 代 表 该 工序 所 需 时 间 (分 钟 )。 


E 8-49 HAERERE (2777) 


ПТ PT Re ALFERRA Н ЭСА К, 7 
¿E ЕН; ЕР ТАЯ ARRE, SARAAN. 

1. 比较 e+a 与 b, b>a+ d, Ж a+ d (а 8 一 49 中 用 
虚线 表示 )。 | 

2. 比较 f+i 与 e, }+ї>е, {Ж e, 

3. b+f>c+ g, #0 

4. b+f/f+i+j>c+h, G&F c+ 有 hh | 
因此 从 V. 到 Р, 的 最 长 路 为 b+ f +i+ j, КЕ 66, Т ін НЯ 
做 一 个 灯泡 最 少 需要 66 分 钟 。 即 为 关键 路 。 | 

由 关键 路 分 析 可 知 ， 工 序 а, b. c 不 一 定 要 同时 开始 ， 例 如 
a F; b Н 10 分 钟 开始 ， 而 c 比 5 晚 几 分 钟 开始 ， 都 不 会 妨碍 整个 
灯泡 生产 进程 和 最 少 需要 的 时 间 。 
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[ 例 3j 图 8 一 50 ART WEE ЛЕМ УЕ ЛЕТА Е, 


Н 


G (25) 
4 8-50 Е ЕЛП ТТА ABFI 


各 工序 名 称 如 下 ; 
А EMH F ЖШ 
В ТАН Ç ЖЕН 
С Жн П 绿化 环境 
D. Заоа. HS ГІ ЕП 


F ЕЙ 7 ”设备 安装 
弧 上 数字 表示 每 项 工序 的 信 计 进度 (以 小 时 计 》。 完 成 这 项 工 
程 任务 最 少 需 要 66 ДМЕ. 80420 A B F I, 


二 、 用 网 络 理论 求解 分 配 问 题 


分 配 问 题 (Assignment Problem》 是 运输 问题 的 特殊 类 型 ， 
它 应 用 十 分 广泛 。 

[ 例 ] 工作 分 起 问题 

RANDA Si 5-5, BER n 项 工作 fi, ізгі 其 中 
有 的 人 只 能 胜任 一 项 工作 ， 有 的 则 可 能 胜任 二 项 或 三 项 工作 。 现 在 
假设 分 配 工作 使 每 件 工作 只 有 - :人 去 做 ， 而 每 个 人 只 做 一 件 工作 。 

这 个 问题 画 成 网 络 模型 如 图 8 一 51。 其 特点 是 图 中 的 点 分 成 S 
与 了 两 部 份 。S 与 T 不 能 重 ， 即 S ЖУТ 集 的 交 为 零 。 每 
Ж арин» йн: S 集 内 ， 另 一 端 在 T р. 
> 396. 


1 t: 1 
1 t 1 
е 

1 ta 1 


ËJ 8—51 НЕ l] Ей 


工作 分 配 问 题 要 求 每 人 只 做 一 件 工作 ， 每 件 工作 由 一 人 去 做 ， 
也 即 在 图 中 找 出 一 个 张 集合 ， 共 中 任意 两 条 统 都 没有 公共 端点 ， 短 
两 点 形成 一 对 ， 图 论 中 称 为 对 集 (Matching)。 因 此 每 个 人 力 安排 
方案 为 -个 对 集 ， 最 好 的 方案 是 使 一 个 对 集 所 含 的 弧 数 最 多 ， 即 安 
排 尽 可 能 多 的 人 去 做 他 所 胜任 的 工作 ， 称 为 最 大 对 集 。 

上 述 分 配 问题 也 可 以 用 线性 规划 模型 表示 如 下 : 

pamar зас {1 REBI ADELE) 


Xit X; + eet Xml, Іс1,2,"еп ` 
| (8—21) 


即 每 项 工作 只 分 配给 -- 人 去 完成 。 为 使 各 变量 之 和 为 1 ， 必 须 
令 一 个 变量 为 1 而 其 余 变 量 为 0 。 显 见 每 方程 有 普 个 解 。 
对 普 个 人 说 应 满足 


即 分 配给 每 个 人 的 工作 只 有 一 件 。 


我 们 希望 选择 决策 变量 使 
max 5% хз (8—23) 
一 般 情 况 下 可 写成 
max 2 2 basi (8—24) 


bi; 表示 与 xi 相应 的 效益 。 在 (8—23) AP b;;=1 
概括 说 ， 工 作 分 配 问 题 的 线性 规划 模型 为 


тах 2 > 5; хі) 
ігі ігі 
约束 条 性 为 之 Xij=1 j=l, 2,==п 


> хиші ісі, 2,Гт 
= 


хі-0 R 1, і-1,2-"т, уез уб. 
决策 变量 x;; 也 可 理解 为 网 络 芒 。 显 见 工作 分 配 问 题 是 运输 
问题 的 特例 ， 只 不 过 供应 量 或 需求 量 为 1， 车 可 以 分 配给 一 个 人 不 
正 一 件 工作 ， 例 如 S 件 ， 则 (8—22) 式 变 为 


> х= 6) is=l,2,--m (8—25) 
у= 


于 是 工作 分 配 问 题 就 和 运输 问题 一 样 了 。 见 〈8 一 13) Re 

其 它 类 位 于 上 述 工作 分 配 问题 的 例子 还 有 : ，. 
1. 学 校 分 配 # 个 教室 给 产 个 班 ， 需 要 决定 那个 班 应 分 配 在 那 
个 教室 ? | | 

2. тА ЖТ ЕЕ, БЖ: 台 机 床 加 工 第 7 种 零件 
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的 时 间 为 1:; ， 假 设 mr 台 机 床 同时 开始 加 工 ， 要 求 制定 一 个 加 工 计 
划 ， 合 每 种 零件 只 在 一 部 机 床上 上 加工 ， 而 每 台 机 床上 只 加 工 一 种 零 
件 ， 并 且 使 万 有 伪 件 完成 加 工 的 时 间 最 早 。 

这 些 分 配 问题 可 以 用 冰 网 络 最 大 流 的 算法 去 解决 。 我 们 仍 以 工 
作 分 配 问 题 为 例 ， 设 有 五 个 人 Sio 5..5, 有 四 项 工作 要 做。 图 
8 一 52 表示 人 与 工作 关系 ， 构 造 一 个 网 络 G (如 图 8—53). 


S, 
t, 
5, & 
Ss їз 
5, t. 
5; 
图 8—52 ТҮН НШІ гі 长 | 8 一 53 工作 分 配 网 络 С 


其 方法 是 在 图 8-52 中 增加 发 点 У. WEA Р, Ж ОГ.) 
(V ЖӘН 


定义 容量 C(V.V,)=1 Vu€s 

СУ) = co | (8—25) 
| СОР,ҒОр-і РЄТ 
网 络 G 为 整数 流 


ЖҮ )=1_ (或 为 1 或 为 0) 
网 络 整 数 访 和 图 8 一 52 ЭН НУЧ ГУ. 
设 f ЖС АХИ, ШАХУ 


| 《8 一 27) 
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М„=+4(„ИЄ Alfat} (8—28) 
下 面 用 标号 法 寻 找 增 广 链 以 求 圆 络 G 最 大 流 。 
设 已 有 方案 为 /а=1, fs =1, WA Т, 到 Р, KIE pH 
Же (С, f) 8—54 rh H Ң /-1 ӘЖ, ERAR 
= 0, 


ËJ 8—54 :得 不 是 最 好 的 分 配方 案 


[| 8-55 ”由 增 广 链 找 最 好 的 分 配方 案 
图 8—54 这 一 方案 , 分 配 Ss, S; Іі, 两 件 工 
作 ， 剩 下 51, Sa S, 无 工作 ， 而 ts、ts 两 件 工作 却 无 人 做 ， 显 
然 不 是 最 好 的 分 配方 案 。 | 
用 标号 法 找到 增 广 链 如 图 8 一 55， 取 调整 量 A = 1， 进 行 调整 ， 
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于 是 得 fanl, fa=l, MERR fs:=1， 比 原 方 案 有 了 改进 ， 
如 此 继续 进行 下 去 已 找 不 到 增 广 链 ， 纪 这 一 方案 就 是 最 好 的 工作 分 
配方 案 。 
习 E 
1. 求 图 8 一 56 中 的 最 小 割 及 最 大 流 ， 设 图 中 数字 表示 各 纹 流 量 。 
[ 注 ]， 光 将 所 有 可 能 的 割 集 部 求 出 来 。 


图 8—56 
2. ШІҢЕІ 8-56 的 对 人 惕 图 ， 并 求 对 偶 图 中 的 最 短路 。 | 
з. ЕА, АЕ 8 一 57。 每 弧 上 上 标 有 两 个 数字 ， 第 一 个 表 
示 该 弧 容 量 ， 第 二 个 表示 该 弧 徇 流 。 试 用 标号 法 求 最 大 流 。 


图 8—57 ІҢ 8—58 


4. 用 标号 法 求 图 8 一 58 间 的 最 短路 ， 各 边 长 度 均 用 数字 标明 在 
相应 的 边 上 。 
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第 九 章 ” 变 分 法 和 连续 系统 的 
最 优 控 制 


59-1 最 优 控 制 问题 


前 儿 章 中 ， 我 们 讨论 了 求 多 变量 汞 数 的 极 值 问题 。 从 第 九 章 
起 ， 我 们 将 讨论 动态 最 优化 问题 ， 即 最 优 控 制 系 统 的 设计 问题 ， 我 
们 要 求解 的 是 泛 男 极 值 问题 。 证 函 极 值 问题 和 多 变量 图 数 的 极 值 问 
题 是 类 似 的 。 所 不 同 的 是 ， 泛 函 极 值 问题 中 ， 独 立 变量 也 是 时 间 的 
鸥 数 。 我 们 已 知 ， 多 变量 函数 极 什 问题 的 求解 结果 ，、 可 得 到 最 优点 
Х*Є E"， 而 泛 隙 极 值 问题 的 求解 结果 ， 可 得 到 最 优 范 数 ХР), 
图 9 一 1 以 二 维系 统 为 例 说 明 两 种 情况 下 求解 结果 的 不 同 。 


(а) 静态 最 优化 (5) 动态 最 优化 
图 9—1 二 维 问题 最 优 解 
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动态 最 优化 问题 可 以 分 为 确定 性 和 随机 性 两 大 类 。 
1. 确定 性 最 优 控 制 问题 
确定 性 问题 中 ， 没 有 随机 变量 ， 系 统 的 参数 都 是 确定 的 。 例 如 
X=AX(t)+ Ва» 
VG)=C Xt) 
X 为 状态 变量 、Y 为 输出 变量 。 
问题 是 求解 最 优 控制 函数 UG), EENAA 小 。 
所 得 结果 可 能 是 开 环 控制 ， 也 可 能 是 闭环 控制 ， 根 据 最 优 控制 
U*(1) 是 否 为 状态 变量 ХО» 的 函数 而 定 。 Š 
А Ау ze FE Bz Des ПЕТ ЛЕ НЕ Ара, ПЕС 5 
Тер, ЖЕР СОНЫ. E] 9 一 2 kare kk Uus t| SJ Eg Py 


图 。 
U* r= 4 1 


9—2 ЕНЕРІ ЛЕРІ 


U*(t>=? 
控制 对 象 


| 图 9-5 ”随机 最 优 控 制 系统 框图 
2. 随机 性 最 优 控制 问题 
图 9 一 3 表示 随机 最 优 控制 问题 的 框图 。 系 统 有 输入 噪声 丈 (b 
ANERE 六 (1)， 于 是 数学 模型 可 用 下 式 表 示 : 
ХО) = АХ) + ВОР ИСР) 
4034 


V(#)=CXG)+V (t) 


W(t) 和 Ус» 都 是 随机 变量 ， 它 们 的 概率 统计 规律 可 以 通 
过 大 量 的 试验 得 到 。 | 

问题 也 是 要 求解 最 优 控制 ССР), ЕНЕН АЕ ВА Е. — 

对 于 线性 系统 、 汪 次 型 指标 泛 葡 、 品 声 按 高 斯 分 布 的 随机 最 优 
控制 问题 称 为 线性 二 次 型 高 斯 分 布 СОС) 问题 。 

本 书 主要 讨论 确定 性 最 优 控制 问题 。 

-一 个 控制 系统 ， 如 果 在 某 种 意义 上 说 是 最 优 的 ， 当 然 它 也 必须 
是 稳定 的 ， 并 且 是 可 控 的 ri#F3。 我 们 的 上 月 的 是 要 设计 一 个 控制 系统 ， 
使 某 个 性 能 指标 代为 极 大 或 极 小 。 和 以 前 一 样 ， 我 们 首先 应 当 列 出 
这 个 最 优化 问题 的 数学 模型 。 

控制 系统 的 数学 模型 可 用 非 线性 状态 方程 表示 ， 如 (9 一 1) 起 
所 示 ， 它 是 动态 最 优化 问题 应 当 遵守 的 约束 条 件 。 


X=fí(X(), UG), 1) (9—1) 


Rip f 为 n 维 向 量 函 数 fr= [fu fase РЛ 

Ха) Zn КАА A = [5 ха, х,] 

U(t) 为 т 维 控制 向 量 077 = [us uzru] 

如 果 这 一 系统 是 完全 可 控 的 ， 则 对 于 任意 给 定 的 两 个 状态 X, 
和 芒 /， 一 定 存在 一 种 控制 规律 ， 在 有 限时 间 内 ， 使 系统 从 Хай 
BA X 其 中 ，X。= ХО) 表示 初始 时 间 t, 的 状态 ， 称 为 初始 
状态 〈 始 端 状 态 )》 Х)-Хау 表示 终端 时 间 1) 的 状态 ， 称 为 
终端 状态 。 | 

因此 ， 最 优 控制 问题 是 ， 系统 状态 从 X, A 无 ;的 转移 过 程 
中 ， 某 种 性 能 指标 为 景 优 ,如 ， 系 统 中 消耗 的 能 量 为 最 小 ,转移 时 间 
АООТ 
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控制 规律 是 最 优 的 。 

性 能 指标 和 系统 所 受 的 控制 作用 、 系 统 状态 有 关 ， 但 十 它 并 不 
仅仅 取 雇 于 某 个 固定 时 刻 的 控制 变量 和 状态 变量 ， 而 是 与 状态 转移 
过 程 中 的 控制 规律 Ус) 及 状态 轨 线 XG) HR. В, Eiei 
RAR: — ТІРІ, JH (9—2) ARR: 

і; 
ЛОсә]= 010, хар1+ { LIX, UG),t]dt 
to 
| (9—2) 
Ж L ERRAR, Тун X 和 О 的 函数 。 
0 是 标量 ， 与 终端 时 间 ti 及 终端 状态 ХОР) 有 关 。 


бі, XON] 称 为 终端 性 能 指标 ， 表示 对 终端 状态 或 终端 时 间 有 
一 定 的 要 求 。 


了 是 标量 ， 对 每 个 控制 消 数 都 有 一 个 对 应 值 。 
UC) 表示 控制 函数 整体 ， 而 U (1) 表示 t 时 刻 的 控制 向 量 。 
实际 控制 系统 中 ， 控 制 向 量 U 只 能 在 允许 范围 内 变化 ， 例 如 
任何 系统 中 能 获得 的 燃料 、 电 太 以 及 允许 的 温度 都 是 有 限制 的 ， 不 
可 能 取 任 意 大 的 信 。 例 如 图 9-4 (а) 中 在 ш, u 平面 上 ， ЖҰР 
БИН ЖЕЖ, аси <А, aur а, В 是 下 界 和 上 界 。 


(а) «<< бү, оз<но<.; (6) uttu Sr? 
B 0—4 Жу ШЫ 
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图 9—40) 中 允许 控制 域 为 站 答 等 T r ВА, utu sr 这 
样 最 优 控制 问题 应 当 是 含有 不 等 式 约 束 〈 在 允许 控制 域内 ) 的 求证 
消极 值 的 问题 。 
| 除了 对 控制 变量 有 约束 以 和 外， 对 终端 时 刻 和 终端 状态 也 有 约 
束 ， 称 为 终端 约束 ， 用 (9 一 3〉 式 表示 : 
МЇ, X(t1)]=0 (9—3) 


满足 这 一 约束 的 状态 集合 称 为 目标 集 。 如 果 H АЕ д. 
Хор) = Хр 称 为 固定 终 问 状态 ， 简 称 固 定 终端 。 终 端 时 肇 t; 可 
能 给 定 ， 也 可 能 不 给 定 。 当 1, 给 定时 ， (9 一 3》 式 表示 终端 状态 
的 各 分 量 xlt), хор) е 之 间 有 一 定 的 相关 性 。 

例如 ， 导 弹 拦 截 目 标 〈 称 为 拦截 问题 ) ， 只 要 求 导弹 的 终端 位 
置 和 目标 位 置 重合 ， 对 导弹 的 终端 速度 并 没有 要 求 。 但 是 两 个 飞船 
Же RAZRAD , ТАРИ ЕШ, ПІН ОН 
重合 。 这 些 例子 说 明 ， 不 同 的 最 优 控 制 问题 ， 对 终端 状态 的 约束 是 
不 同 的 。 

图 9-5 加 由 了 只 有 一 个 状态 变量 时 ， 三 种 不 同 终 端 状 态 约 
束 ， 假 设 始 端 状 态 都 是 国定 的 。 | 
ERNE, Же lumu ЛЕ ЕНИ] VA IE T T 4" y 348 
ж 

ХХ, U, 1)  (9—1) 


ty 
JIUC)]=0 ltr, X(t)]+ | Lit, Ха, ОС]? 
to 


(9—2) 

М, ХОрІ-о (9 一 3) 
ХОР) = АХ, (9—4) 

U min SU SU max (9—5) 
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to tf t 


5. 终端 状态 自由 ，zr 给 定 


М№хғ, ti) = 0 


Xi 


to t 
с. ЗАНИ ЯН, МГХ(4;),411--0 
图 8—5 Ал, нм 
最 优 控制 问题 的 提 靶 为 ， 求 允许 控制 U(t)， 使 系统 由 初始 状 
б X 出 发 ， 经 过 一 定时 间 ， 到 运 月 标 集 Л, (01 =0, 并 
且 性 能 指标 泛 芳 J 为 极 值 。 
使 /为 极 值 的 控制 规律 称 为 最 优 控制 UG), жоғау» + 
入 (9 一 1) ATREA Хе), mE Ua) 和 ХР) 代 
À (9—2) 式 可 求 得 最 优 泛 函 极 值 /* = JIU*(t)]。 
控制 系统 的 经 典 设 计 方 法 (频率 法 或 根 轨 迹 法 〉 是 工程 方法 。 
而 最 优 控 制 系 统 的 设计 方法 则 是 数学 方法 和 计算 机 算法 的 结合 。 本 
- 407 ° 


эта Li we Jr ФАК ЗЕ 8 Ж БОИ Н ИЙТ ikha КІН 
可 应 用 于 最 优 控 制 问 题 的 计算 。 Е 

最 优 控制 的 理论 最 早 在 导弹 技术 、 航 天 、 航 海 等 系统 中 应 用 。 
在 这 些 领 域 中 ， 最 优 控制 实践 的 成 功 也 为 工程 系统 中 最 优 控制 的 应 
用 开辟 了 道路 。 

最 优 控制 的 一 个 典型 例子 是 登 月 火箭 到 达 月 球 表面 时 的 软 着 陆 
问题 。 火 箭 飞行 的 最 后 阶段 ， 进 入 了 月 球 引力 范围 。 当 火箭 垂直 自 
ШЕ ЈИЕ Л Ш л САЛЖ) He, M 9—6, 
ЗЕКЕ АЕ, HHWH ED. 

ТЕК АШ ЖДАТ, ЖЕЛ 


_ р ат Tm, | 
аа i 
起 制 动 的 作用 ， 其 中 ， | 推力 ( 制 动 力 ) 
o dm, : | _ 
5 为 燃料 消耗 率 ， rrF 
K жж. 图 9-6 ЖАК ДЕЙ 
火箭 从 í = to 开始 减速 ， 到 = tp， 面 软 着 陆 示 意图 
速度 为 零 ，x(f7) = 4， 这 一 过 程 的 运动 
方程 为 ， 
ШШ: ах _ _„4т_ 
а ™ 


т 为 火箭 AHARD ЖЫ, то 为 月 球 引力 。 
当 і-і, М, ху>0, mo>0, %а<0; 
ісі; М. ху=ћ, ту НІҢ, 2/=0, t; 自由 。 


т,=тт(һ), m= т(і;)6 


ӘННЕН ЖЫ -a< “но <o 
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现在 的 问题 是 要 确定 “2 ， 使 火箭 制 动 阶段 攀 料 消耗 为 景 


小 ， 


ły 
тіп /- | ш а ш аа tp 
Р dt 


= Mla 一 ту 


J 是 火箭 质量 减少 量 ， 即 燃料 消耗 量 。 
为 一 个 最 优 控 制 的 典型 例子 是 ， 飞 船 的 姿态 控制 ， 要 求 飞船 的 
姿态 跟踪 某 种 给 定 的 姿态 变化 规律 ， 如 信仰 、 偏 转 、 或 要 求 姿 态 稳 
定 。 这 时 ， 飞 船 的 动力 学 方程 可 表示 成 : 
# = 


# = =X; =x + t 


其 中 x, 表示 角度 9， 控 制 变量 u 与 控制 力矩 M(t) 成 正 
比 。 要 求 选 择 控 制 力 符 M(t)， 使 跟踪 时 间 最 短 、 或 跟踪 误差 最 小 
等 等 ， 系 统 的 状态 方程 就 是 姿态 控制 问题 的 等 式 约束 。 

从 上 面 了 两 个 典型 例子 以 及 其 它 实践 中 得 到 成 功 应 用 的 最 优 控 制 
问题 ， 可 以 归纳 成 以 下 几 个 最 优 控制 问题 。 

1. 时 间 最 优 控制 

使 系统 在 最 小 时 间 内 从 初始 状态 转移 到 规定 的 终端 状态 ， 这 时 
指标 泛 函 可 表示 为 : 


і; 
Jaf dua pas, (9—6) 
to 


2. 线性 调节 器 问题 
使 线性 调节 系统 ХО) = АХС) + ВОР) 保持 在 平衡 状态 ， 
误差 最 小 、 控 人 制 能 量 也 最 小 ， 指 标 泛 图 可 表示 为 : 
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Í 
г | ! IXTQX+UTRU]dt (9—7) 
to 


X HRZ, Q 及 R WREE, UTRU 与 功率 相当 。(9 一 7) 
式 为 二 次 型 指标 泛 苑 ， 因 此 这 个 问题 属于 线性 二 次 型 问题 。 

3. 跟踪 问题 

使 系统 的 状态 X 尽 可 能 接近 给 定 状态 X., HAARR 
Жл], HIRA: 


і; 
йа í| ПХ-ХЛОАХ-ХазИТРУ1447 (9—8) 
to 


4 Х,=0 时 ， 就 是 线性 调节 器 问题 。 

4， 最 小 坎 料 控制 
”有 系统 燃料 消耗 速度 与 控制 变量 〈 例 如 推力 ) 天 小 成 正比 。 不 管 
控制 变量 为 正 或 负 都 要 消耗 燃料 ， 因 此 指标 泛 国 为 


іу 
| LUG) ldi (9—9) 
fo 


5. 终端 控制 
在 规定 时 间 内 使 系统 状态 尽 可 能 接近 终端 要 求 值 。 也 可 以 将 最 
优 时 间 控 制 看 作 是 终端 控制 的 特殊 情况 ， 这 时 终端 状态 给 定 而 终端 
НІНЕ ІН. 
ЖИЕНІНІҢ ТЕ БЕЛЕ 
7-өП,, Хр] (9-10) 


求 泛 函 极 值 的 基本 方法 是 变 分 法 。 五 十 年 代 中 期 以 后 ， 庞 特 里 
亚 金 等 人 提出 了 极 大 值 原理 ， 贝 尔 曼 提 出 了 动态 规划 方法 ， 使 最 优 
控制 理论 得 到 进一步 的 发 展 。 和 连续 系统 的 最 优 控制 理论 相似 ， 离 
散 系统 最 优 控制 理论 有 离散 变 分 法 和 离散 极 大 值 原理 ， 此 外 动态 规 
划 也 是 求解 离散 控制 系统 最 优化 的 基本 方法 ， 也 可 以 用 来 求解 连续 
410: 


系统 最 优化 ， 称 为 连续 动态 贰 划 。 本 章 讨 论 用 古典 变 分 法 求解 连续 
系统 的 最 优 控制 问题 。 甚 它 方 法 分 别 在 以 后 各 洁 讨 论 。 
古典 变 分 法 足 游 虑 更 普遍 条 件 下 求 泛 函 极 值 的 方法 。 变 分 法 的 


三 个 基本 问题 是 : 
1. 拉 格 朗 日 问题 
这 个 问题 的 数学 模型 为 ， 
X=f(X, U, t) 
ХОР) = Хе, Ё; 给 定 
ti 
тїп /=| LX, U, Hat (9-11) 


ғ" 
ФИН АА, ЕЕ Ы. ЖИЫНЫН ҰЛ 
等 问题 。 
2. 836 (Mayer) 问题 
数学 模型 为 
X=f( X, U, t) 
Xit) =X, 


Хор = Ау, t RRE, ЖАҢАДАН ҒА E, 


тіп /-өГХ, О, ЗИ! (9-12) 
(9-12) 式 指标 为 终端 和 型， 包括 终 端 状 态 控制 、 最 优 时 间 控 制 等 
问题 。 
3. ЖІ (Bolza) тр 
数学 模型 为 
X-X, U, Ы 
X (4) = Xa 
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Хар-Х, 1, REE, ARERR BDA E. 
і 
min J =0[X, U, 417 ‚| "ТЕХ idi: (9-13) 
9 to 


《9 一 13〉 式 潍 标 为 一 般 型 ， 当 1-0 时 就 是 梅 耶 问 题 ，9=0 时 
就 是 拉 格 朗 日 问题 。 因 此 波 尔 查 问题 是 更 一 般 的 情况 ， 它 描述 了 在 
终端 约束 下 的 最 小 积分 控制 问题 或 在 积分 式 约 束 下 的 终端 控制 问 
题 。 

实际 上 ， 所 有 最 优 控制 问题 都 可 以 用 上 述 三 种 问题 Z — Ж Ж 
示 。 我 们 的 目的 是 要 寻找 最 优 控 制 函数 。 和 多 变量 函数 极 慎 问题 一 
样 ， 求 最 优 控制 问题 也 有 问 接 法 和 直接 法 两 种 ， 间 接 法 是 首先 求 一 
组 最 优 的 必要 条 件 ， 从 而 得 到 基 优 控制 规律 。 直 接 法 也 是 用 梯度 法 
等 进行 数值 计算 ， 经 过 才干 次 达 代 ， 符 到 最 优 控制 规律 。 


$ 9-2 УЖА 
如 果 有 一 类 国 数 {1y(x)}， 对 每 个 国 数 yo) 有 一 个 J МИН 
与 之 对 应 ， 则 变量 J 称 为 函数 у(х) ісі, ARR, IIE 
J[y(x)]。 
例如 ， 图 9--7 中 函数 y = f (x), 在 固定 两 点 (х1, У) , 


(xx УӘ ZARE £ у(х) 的 泛 函 。 
已 知 dP=dx*t+ dy, 


dl _ РЕЛЕ Tii 
r LIC v 1 +$. 


ZA J[y(x)] =1， 对 不 同 的 曲线 y(x)， 有 不 同 长 度 与 之 对 
应 ， 可 以 写成 : 
4412» 


Xs _ _ xs 
лусә1-| уіл ах =] Fo)dx 
хі хі 
Ap FO) = l+, — F 也 是 х, у 的 函数 ， 因 此 应 写 
fE: 


Xa 
1-| Ех, у, 94х (9-14) 
х 


l 


( Xx. y:) Y 


Сх, yi) {к yr 


Ü ¿i x 0 x' 
(а) (h) 
图 9 一 7 va) EAZA ДІН ӘЗ 
PN A al pak Кл В y*(x)， 如 图 9—7b 所 示 ， 即 ішіп 
=J*=min J[y(x)] =J[y*(x)]. 
RURA RA а t, [ЦЕ И ARAS X (t, 
因此 09—14) 式 可 写成 ， 
ty 
7=| ға, X, жаі 
“Фф 
X HAR, хаз-/(Х, U, Р), БЕ Кан IE: 


ty 
7=| L(t, X, Ша (9—15) 
te 


这 就 是 积分 型 指标 这 函 。 
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=. Бай 
求 泛 函 的 极 大 或 极 小 问题 都 称 为 变 分 问题 。 在 图 9 一 78 h, Ж 
РА у(х) т, ШҚ у(х) 可 表示 为 ; 
у(х) = у# (х)+бу(х) (9-16) 


ду(х) Ж) убх) 的 变 分 。 
EA / 的 变 分 óJ 定义 如 下 ; 


_(#|ӘК(х, y, ф) OF (x, Уэ2, 


(9-17) 
[证 ] 设 被 积 国 数 为 Fix, y) 


b 
j=j. Ғсх, у)ах 
ЮУ ПО ра у+ Ду, Mi 


5 b 
Аз = |, Ғсх, у+ Ау)ах- | Fix, у)ах 
„[ аЕ(х, у) t1 2Е(х, у) N 
І oy Aydx+ Ээ ор (A y)°dx + e 
=óJ+ó'J +e 


ЖАА Fix, у+ Ay) Æ убх) 曲线 上 展 成 泰勒 级 数 ， 取 
二 次 近似 ， ё 为 高 阶 无 穷 小 。 令 Ay=óy, (Ay ady, ДІ 


5 
一 阶 变 分 67- Бала У) ауах | (9-18) 
b 2 
二 阶 变 分 81 = df -ZEC ayda (8-19) 
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如 果 被 积 函数 为 FO, у, $), ШІН (9—18) 式 推广 可 得 : 


= Š OF (Xx, у, $) ƏF(x, у, $) 一 一 中 
[| A óy +. ба - бр ах (9--20) 


这 就 是 关于 泛 函 变 分 的 一 般 定 义 。 
可 以 证 明 二 阶 变 分 公式 为 
L: PE ` ray 
2J=l|ay, 8) | 99 дудӱ | | | (9-21) 
2 | 2 2 | бу 
| F PEF j 
~ дудй 4- 


三 、 变 分 规则 
Бг. 和 Р, 是 +. x, 3 的 函数 ， 则 有 如 下 的 变 分 规则 ， 
1. К“,+ЁР,)=&К,+8ЁЕ, 

2. ó( F Fa) = P,óF', + Е,дЕ, 


\ 


3, sf Fe, Х, юа | гга, х, 4д4х | (9—22) 


| 
| 


а 
4. ô= a: Gx 


ИЖ ”函数 微分 与 泛 函 变 分 的 比较 


1⁄4 > 变 分 
1. 函数 у=/(х) 1. ZA Jly б] 
Ах=х-х = | Е(х,у) ах 
ит Дх = dx Ду= убх) — уа 
ш, Ша Ду= ду 
Уку» УС) 
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徽 - 分 


晨 数 微分 | 
Ay=f(x+ Лх) ~ f(x) 

=f'(x)Ax +e | 
dy= f(x)dx | 


H 
{ 
| 
| 


Ax=x- хо 很 小 时 
y(x)— y(x 0, 
3(xo) 为 极 小 
y(x)— у(х.)<0, 


4. 


ус») 为 极 大 
ЖЫН АЗ 606 


2. 


3. 


ж 分 


泛 函 变 分 
AJ=J(y+Ay)- (у) 


-d 
E Ј(у)ду+ e 


d 
убх) 与 у(х) 很 靠近 时 
ЛУО021- Луб) 1220, 
了 在 у(х) 上 为 极 小 
ЛіУС921- Луа(х21<9, 
了 在 у(х) 上 为 极 大 


4 
óJ =-—J(y)Š 
y Y19097 


y= ya(x) EZRA 
的 必要 条 件 


“y= x (x), 9/0 


函数 极 值 的 充分 条 件 


dy 2р Фу | 
dx RU аҳ? 20, Ж 


小 
d* y 
dx? 


<0, ЖХ 


泛 函 极 什 的 充分 条 件 
óJ =0, 83720, А 
67-50, ЖЖ 


593 有 总 函 极 人 竺 的 必要 条 件 一 - 欧 拉 方针 


一 、 泛 函 变 分 原理 (无 约束 变 分 ) 


设 曲 线 u(t)， 如 图 9-8。 求 两 点 间 引 长 1 为 最 短 , 上 曲线 ut) 
-.416» 


із Н. КЕН ААН (9--23) Ж. 1 8 为 对 
变量 没有 约束 ， 故 称 为 无 约束 变 分 问题 。 
тіп J(u) y ut) 
і 


了 
= Fit, u, ù)dt (9—23) 
fo 


取 u(f) 的 变 分 ди(і), |ди(?) | 
是 很 小 的 ， 则 泛 阔 J (uw) 的 变 分 为 : 


óJ (u) -[ | 28 Зат 91 дц а 
fo дч 0 


= ve — — — — —— — — — 


Әп 


% | tr 


(9—24) ІҢ 9-8 ME : REN 
: ЕН и) 
mF ss. ӘРЕ d 
еж ГО ёра? = ж -jy 9а! 


见 变 分 规则 ) „ 


p х= ФЕ, у= bx， 利用 分 部 积分 公式 ， 


b b 
| xdy= xy | -f yd% (9—25) 
а ӘК 
£S: чү ш aa a = 4 5 
d “e 7" dt dy 24 udt 
t; і; 
得 8/= [,® F udt+- Қал -| ШЫ, ж 
š dt ди 
өз ər _ а QF E 
-| (ә к) batr Eau) (9—26) 


PRERE: u.) =u и іу = uy, 
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所 以 ulto) =0, ĉult;)=0 

PN 30 N ЈА ШЕ, AR ѓе М t= BF, ди 是 任意 
|, диб?) 0, диб?) 0, 

ТАНЫХ А ВДЕ ВУНЕ, (9—26) 式 中 


2. 


t 

Е, |! : > 

2ш =0， 于 是 得 : 
z Ë 


СИР d əF 
ы -f (5% di әд Jasa: G 
当 u=u" WF, J Ж h, д/(и*) <0, 
在 1, а! t; BRA, ôu) 是 任意 的 ， 因此 ut 应 满足 下 述 
二 阶 微分 方程 ， 


aF а ӘЕ _ 
тыр, ті (9-28) 
aF, !/ 

并 有 —--6u| =0 
Әй % 


这 就 是 无 约束 泛 函 极 值 的 必要 条 件 ， 由 欧 拉 和 拉 格 朗 日 两 人 独 
立 推 导 得 出 ， 称 为 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 ， 以 下 简称 欧 拉 方 程 。 

(9-28) 式 所 示 的 欧 拉 方程 中 有 一 项 是 求全 导数 ， 要 用 全 导数 
公式 展开 ， 

Ш 2-/сх, ype ) 


dz Өт ах 82 dy „‚ - 
2 S + + (9-29) 


4 (9-28) 式 中 ЗЕ шаб; н, t) 


и 
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а ƏF_ ә ӘР dù 2 ӘР ач 


dt Әй Әй Әй dt Әй да di 
20. 2F di. 
і Әй а 
TE (9—28) 式 也 可 写成 ; 
gF + | в. gF Е Е _ 7 
Bui" дда дї ди (9-30) 
有 时 为 了 书写 简便 ， 用 下 述 符 号 表示 偏 导 数 ， 
_ ӘР ә _ 2F 
ЖОМЕ: жығы Ju? ? Т © фида” 
~ ӘР PF p _ PF 
ry 9° К әш” Fai 7 9.91 ° 


则 (9-30) 式 也 可 写作 ; 
u + boa шг ы. (9-31) 
对 于 不 同 的 函数 F, кыл КЕЙІ, MARES A ЖК 


Вёл Е. 

ІҢ % | ком Уот 

Ff, u(t)] Ë (f, u)=0 
| . ӘМ ƏN _ 
M (u, t) + N (u, tù | Ju ҒҮШ - 
ЕКШ) F.. 4-0 
| ин 

Р t, å | dc əF = 

Chay Es сш 
` Flu, ù) | Pi u+ 28 4а2-Е,-0 


МЯ] 设 已 知 x(0)=0, х(х/2)=1, Ж x(t) EE 


š 
J = | (t= ху 为 极 小 。 


9 


Ж. Ға, x, 4) = 2 — x2 
aF _,. ӘРЕ __ F _ 
a Z GE М ла 


H (9—30) 式 欧 拉 方 程 2x+2x =0 
解 得 Х = Cicos + Cc.sin і, 


由 边界 条 件 í=0, х(0)-0; 得 с. = 0, 


і-% «(ғУ-һ 得 с;= 1% 


кї x*(t)= sin f, 
二 、 多 元 泛 区 无 约束 极 值 问题 


fy 
设 Ге Ға, X, Ха! 
fe 


X ЖӘ Xis хауче,Х, АКЕ, X 表示 26 7, 的 集合 。 
对 变量 没有 任何 约束 。 
已 知 边界 条 件 lo), ж (ËO), 1=1,2," ,no 
求解 上 述 多 元 泛 极 值 问 题 ， 可 以 对 其 中 一 元 x;(1) 取 变 分 ， 
其 余 各 元 看 作 固 定 ， 它 们 的 变 分 为 零 。 于 是 元 泛 函 极 值 问题 变 为 
Жл 个 一 元 泛 国 极 值 问 题 。 欧 拉 方 程 组 为 ， 
Е а ӘЕ_ 


Әх dt дд ~ 
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Эх dt дщ? 
агы Д1. BBS a 
дх, dt Өл, 
用 梯度 表示 ， 可 得 阿 量 欧 拉 方 程 : 
pd 2 _ 
Ме» муза (9-32) 
-Гәг ағ aF 
Жейк V ЖЕН ат. ге 
_| ӘК ӘКЕ 02 ӘК 


(9-32) ЖИИ УНЕ X* Гая, хх ГІНІҢ 


£; 
J = Ға, X, X)dt 达 极 小 。 
to 


[ 例 ] 求 下 述 泛 函 的 极 值 曲线 


š 
J -| (202+ 942 + dux)dt 
0 


边界 条 件 шоо) =0, {2)=1, 


х(0) =0, (4). -1. 


XEL, F= 202 + 222 + 4ux 


F 
ди 


= 4x, а =s = ЕЕ 
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故 得 欧 拉 方 程 44-4х-0, и—-х=0 


Е _ ZF _ 
8 g = 4% Таны 其 余 为 0% 


得 欧 搁 方程 х-из0 
解 联 立方 程 组 u-x=0, x-u=0 


得 


特征 方程 At-1=0, HIER 4= 士 1， 士 7。 


u = c ie! + Ce + Cs sin Ë + C¿icos Í 


х= u = сіе + се — csin £ — cC, cos t 


由 边界 条 件 得 cz=cz=cs=0， cs=1。 
因此 极 值 曲线 为 u= sint 


x= ~ sinti. 


=. 2 


求 泛 国 在 等 式 约束 下 的 极 值 称 为 条 件 证 国 极 值 问题 ， 不 等 式 约 
束 的 条 件 泛 葡 极 值 问题 求解 起 来 要 困难 些 ， 但 可 以 将 不 等 式 约 束 化 
ЖЖЖ. МБ H n RRRA АЖ ніс ей ЖҮН. 


的 必要 条 件 。 
已 知 约束 方程 组 | 
2164, Хә) = 0, X€ E" 


9:0, Ху-о, 


gn(t, Х)= 0, mLa 
或 写成 向 量 形式 СС, X)=0 
са, KX)=[g9(t, X), 9.6, X), 
422” 


(9-33) 


не лб у Хә]? 


А 
ш © 


ЖЕЖ ЮАН АЕ, 


t; 
J = ға, X, X)dt 
і, 


БН ТЫН АКЕНИ АЭИ А, Ја ИГЕ В 


t; я 
ге) (га, Ху жж 46206; Хэ |а 
fo i=j 


Р 
=| Ша, X, жас хуа (9-34) 
"fo 


AP AGE AE), АС) А СР) 是 时 间 的 清 数 。 称 为 拉 格 
ЕЗІ | 
REA Г ВОЈА С РКЕ ВА J ТЕ (9-53) 式 约束 
下 的 条 件 极 值 ， 其 必要 条 件 为 下 述 欧 拉 方 程 ; 
а а oF _ Ss 2? а 
| Bx; di Ba” j=l, 2," (9-35) 
та, X)=0, ісі, 2,-е-т, Mn, 
P= L(X, `V. t) +AT7(£)G(t, Ху 
上 述 方程 组 有 тъл 个 方程 ， 未 知 国 数 待 求 的 有 тп Ж, ҢІ; 
xil), j=l, 2,-чп, ACE), ісі, 2, ema 
{ 例 1] ТЕ gix, у, 2)=0 АЕ FETARE ТМС 
РАЈКА А: 
хі амды ӨСІ ым 
г-| lty? +22 dx 
Xa 
这 个 问题 就 是 求 在 空间 曲面 сбх, у, 22-0 kL, # EMA 
Xo х1 НЕКЕ Ј 最短 的 曲线 。 
° 423» 


к. ЖЗЕЗГІРІҢ 


Xi 1 
| (ағаға? +А(х)р(х, у, 2)]ах 


хы 
1, 
F=(1+g +2) +AC(X) (х, у, 2) 


本 例 中 只 有 一 个 约 桌 ， 所 以 А(х) 为 单 变量 标量 函数 。 


欧 拉 方程 为 : 
28 -- d ð F = ; д9 一 d = _ 9 
ду ах 9ҙ By dx v l+g* + š 


Ө d ӘР _ , ðg а 


z 


az dx дз дг dx ЖЕТТІ = 
MEIR gix, у, z)=0 
求解 上 述 三 式 ， 得 уз, 2%, 2%) MAk. 
[ 例 2] 等 周 问题 
给 定 周 长 为 上 的 曲线 中 ， 求 面积 S 为 极 大 的 几何 图 形 。 


解 : së || ахау 1% (xdy~ уал) 


КЕЕ 
(= му dx 
ГВ, БИРАК max S HR. ЖЕГІНІҢ 
'=|[[1‹ху-››+л‹х) ҰҒЫ 
由 欧 拉 方程 ӘНЕ F _ 
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Р 2 ad 
ах “154 

2% 
ЕТЫ +С, 


ыу. <: | х-сі 
$= Ао) 
得 (хс) + (у - сг)? = А? 
ША E JS, ШАХ ЛИН А. 
在 最 优 控 制 问题 中 ， 系 统 的 状态 方程 就 是 等 式 约束 ， 此 外 也 还 
有 不 等 式 约束 ， 例 如 控制 变量 有 限制 时 ， 就 是 不 等 式 约束 ， 对 于 这 
种 情况 ， 可 将 不 等 式 约 束 化 为 等 式 约束 来 求解 。 
[ 例 ] 不 等 式 约束 


Hmin SUHU max (9-36) 
可 写成 2 一 tmin2>0 
Umax ~ 12 Ü 

或 (и— umin) (Итах- Н4)2>0 (9—37) 

引入 松弛 变量 a*， 可 将 《9 一 37) 式 化 为 等 式 约 束 : 
(u—umin)(umax — 8) — а? = 0 (9—38) 
如 果 控 制 变量 nw 标量) 的 不 等 式 约束 非常 简单 ， 例 如 

| u |1 


则 可 用 下 述 形式 来 代替 ， 得 等 式 约束 ; 
“425. 


нш 2 arctan 0 (9—39) 


2 可 取 任 意 实 数 ， 则 上 * 就 白 动 限制 在 所 要 求 的 范围 内 。 从 而 将 不 等 
式 约 来 化 为 等 式 约束 。 


594 оя £ А 


求解 殉 拉 方 种 ， 需 要 确定 边界 条 件 ， 以 决定 积分 常数 。 最 优 控 
制 问题 中 边 愤 条 件 是 多 种 多 样 的 ， 其 中 包括 :， 始 端 和 终端 状态 是 否 
给 定 ， 终 端 时 刻 i: 是 否 给 定 ， 终 端 状态 有 设 有 约束 等 。 最 优 控制 
问题 中 大 多 数 情况 是 始 端 状态 (16) 给 定 ， 而 终端 状态 Ха) 


一 定 给 定 或 者 部 分 给 定 。 

因此 按 终端 状态 是 否 给 定 ， 可 以 分 成 以 下 三 种 拱 型 的 最 优 控制 
问题 ; 

1. 终端 固定 问题 一 -这 是 指 终端 状态 给 定 ， 终 端 时 间 іу 也 
是 给 定 的 。 

2. 终端 自由 问题 一 一 终端 状态 设 有 规定 ， 但 终端 时 间 纪 是 
给 定 的 。 


3. 可 动 边界 问题 一 一 终端 时 间 tj 自由 ， 但 终端 状态 沿 规定 
的 边界 曲线 移动 ， 或 者 说 对 终端 状态 有 一 定 的 约束 
МХР) t] = 0 
下 面 我 们 分 别 讨论 这 三 种 情况 。 设 始 端 是 固定 的 ， 刀 (to) = Xu 
1. 终端 国定 同 题 。 
这 种 情况 是 最 简单 的 。 从 如 到 ! 状态 运动 轨 线 x(1) 如 图 
9-9 所 示 《 以 单 变量 为 例 ) 。 这 个 问题 的 边界 条 件 就 是 ， 
xio) = ху, 
х(Ру) =хь 
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在 t=t。 和 t=ty WAL 状态 已 给 定 ， 所 以 这 两 点 的 6x = 
4， 因此 


Т | 
OF gx = () 
да |, 
х 
x 
хс%)» 
хы) 
t, ы t ете 
ВЧ 9—9 终端 西 定 门 题 ІН 9 一 10 БІН РН) Я 


2. 终端 自由 问题 
ХА КА, £ 到 í 的 状态 运动 加 线 如 图 9 一 10 所 示 。 当 
£= to 时 ， Óx = 0; іші; hF, дх = 0, 是 任意 的 。 ЊЕН H 58 8] 
ХӘ Ау Bx (АЕ ЕН L ПОРЕ Ур СЕП, 9-28 式 ) ， 
ӘБ а Әк. 


OX Әж =н 
BRR xli) = t, 
28 | -0 (9-40) 
д% рер, 


[11] 已 知 问题 为 


ts 
min /(и)с= | (x? + r?ut)jdt 
0 


系统 状态 方程 为 ұ=аҳ+и 
° 427» 


r J] a 均 为 常数 。 已 知 х(0) = ху, і; 给 定 而 хр 自由 。 
求解 这 一 问题 ， 可 将 状态 方程 代 人 指标 世 师 ， 消 去 4， 得 : 


Ші 
J (x) - | [%2 + ri(s- ax)2]dt 
0 


F= >L + r*(&-— ax)? ] 


H (9—30) =Š 


F 2 ӘР 2 ӘБ ӘБ 


“а-а Жы Zee u = ы 
дз i ӘхдА “aiy Ox 9 
得 "Әу —т?аз- x +ar2(4—ax)=0 
.. 2,2 
a x (на) 
边界 条 件 х(0) = x, 
` | | 
ay -0 2 (4—ах)! -0 
# үші) іші; 


з. 可 动 边界 问题 
“428 


设 终端 时 间 2; 是 自由 的 ， 终 端 状 态 受到 终端 边界 线 的 约束 ， 
ЫШ Nix), ІШ -9ж хір-етС(Ір), ПИА x (fj) 
是 终端 时 间 ti КЖ. РА ӘЛДЕ хХСр-ФСр-0ің 
E; 

图 9-11 ATARAR НТВ ty 是 自由 
的 ， 变 分 бір RAR MEZA 


Ё; 
г-| (с, ж, РА 
ғ 


为 极 小 ， 除 了 要 确定 最 优 状态 轨 线 外 ， 还 要 位 定 最 优 终 端 时 间 ， 见 
图 9—12, 


ФОО-о 
to tf tt Ste t lu t 
图 9 一 11 Saa RE 图 9-12 求 闫 态 轨 线 最 优 和 终端 
时 间 最 优 
4), x, # 取 变 分 ， 则 
t+ Ôt; 
AJ = Е(х--дх, +05, t)dł 
to 
tj 
- F(x, £, Ға: 
ta 


. 429. 


Ёр ді; 
| Есхждх, Z+ Ó, ізді 


Éj 
іу 
+f [F( v + óx,% + 58,1) - Е(х,#,#)]аї 
to 
一 阶 变 分 


t 十 бї, 
51-| К(х+ёх, &+ 84,1)41 


一 个 = 使 


КЕШЕ -(һ-а) (с), a<c<b, 


令 аші), бші)-діу, С-іуіудбі;, 0<ү<1„ 
іү%дЕ, 
| F(x+óx, 258), ді 
і; І 
=ð; F. +8; F 


RAER, 9-77, PAETE: 


ðJ=F(x, %, É) ЖЫ 


ty 
+| (25. ôx + ЗЕ аа -0 (9-41) 
Ei Әх Š 


(9-41) ҚЕЗМФОЯНЕЕ ЖАРЫ. ВОВ Z: 
Ж, 09-41) 式 可 写成 : 
“430， 


іші; fo Әх 
if 
_ d ӘЖ n ре 
lš 给 хат + 2 8х k 0 
我 们 可 得 必要 条 件 为 ， 
oF d ӘРЕ i 
Ox dt Әз 
边界 条 件 为 х0) = xn 
ЗЕ gx +61F(x, 2, t) =0 
д4 КЕЎ; ті; 
对 于 多 变量 泛 国 ， 必 要 条 件 为 ， 
BF _ d ӘЕ _ 
0 dt Әх 
X(to)= X, 
aF \ | U . | 
(25) >> +6ФЕСХ, X,t) | =0 
дх tst; l; 


(9—42) 式 可 以 分 两 种 情况 讨论 ， 


(9-42) 


1. 终端 没有 约束 ， 即 和 1, 取 变 分 是 完全 独立 的 ， 则 得 


F(x, 和 Ё) | 


і-і, 70 
дя оршу, 


2. 终端 有 约束 :， х(Фу=ф(1,) 
则 对 (9 一 44》 式 两 边 取 变 分 ， 应 有 


Bx spp OX | = 09. 
(z: dt + 2а.) ді 


(9-43) 


(9-44) 
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% ôx = [09 400], дї, 


ЖҚА (9—42) 式 得 
м c-un tE FCS, #, D| =0 
9% іш; 
由 于 ði 是 任意 的 ， 即 ôro, HEEN RIEA 
Си 4, t) | -0 (9-45) 
Әз £ = £; 

《9 一 45》 式 也 称 为 可 动 边界 问题 的 横 截 条 件 。 

可 动 边界 问题 的 一 个 典型 例子 是 拦截 问题 。 发 射 火箭 拦截 一 个 
目标 ， 该 月 标 正 溢 轨 道 x= q(t) 运动 〈 见 图 9 一 13) Ж Ë x 
和 锁 发 射出 去 消耗 的 燃料 为 最 小 。t =ty BF, ХШ E хт = 
2 人 tr)， 即 在 目标 运动 的 轨道 十 ， 与 目标 位 置 重合 ， 也 划 要 满足 
(9—45) 式 所 示 的 横 截 条件 。 | 


% (O 


| 
| 
1 
1 
1 


t ( t D tr t 
图 9 一 13 МӘМИ 图 9 一 14 ”拦截 问题 举例 
(НІ 设 х(0) =1, ЖА x(0)=1 到 直线 хСО-2-і ШІН 

离 为 最 短 的 曲线 (И, 9—14) 。 

这 个 景 优 问 题 是 指 ， 从 初始 状态 x(0) =1 出 发 ， 终 端 约 束 
ХСАр-2-ір fr 自由 ， 求 最 优 的 状态 胃 线 。 数 学 模型 为 ; 
. 432 < 


ғ; 1 
min o=] (із? dt 
9 


К= (1 һау 
H 09—45) 式 横 截 条 件 为 : 


і-ші; 0, ci -e ЗЕ F= 
д5 
Фі) =2-#, .. ф=-1 


oF _,， Е: F 上 一 Hi 
24 = (1+4 因此 t=; 上 时 应 满足 


ж . 
= Cs zx Жы; +52 = 
(1 2) с а vit 0 


或 上 =tr 时 -il+ (1+4) = 0 
й = 1 
由 该 拉 公 式 x =0 
故 a*=at+b 


显然 从 一 点 到 一 直线 的 最 短 距离 为 一 直线 。 册 边界 条 件 定 积分 
ж: 


t=0 x=1, 故 5=1 
dx- z 
t=t; ġ=l, ЯТ а, ЖШ а=] 
最 优 轨 线 хЖІЗ-ізі 


求 最 优 终 问 时 间 ， 令 хСРУуі1-2-4; 
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Н.Е, ЕЙ УЯА, ІШЕ, X 
是 拦截 问题 的 特点 ， 因 为 这 个 缘故 ， 称 (9-45) 式 为 栅 截 条 件 。 

有 的 问题 中 ， 对 终端 一 部 分 状态 分 量 有 约束 ， 另 一 部 分 状态 分 
量 是 固定 的 ， 则 边界 条 件 要 分 别 进 行 讨论 。 

[ 例 ] ZARA, х. 终端 为 可 动 边界 问题 ，xs、xs 为 固定 终 
端 问题 。 


Се | 

Х(0) = [х1 5%» Xa]! 

Хар-ФСа)-іІткір, 0, оГ 
则 对 хі 说 ， 应 有 t= F, BF 


ZE ү, x зеш0 
хі Фі 41 
对 xz ха ЇЙ, хас) = ха(Ру) = 0. 


Жан, ӘЛЛӘ ТЖ Е лі eñ By A [АН 
边界 条 件 ， 关 于 一 般 型 指标 花 函 ， 即 波 尔 查 问题 的 边界 条 件 将 在 下 
一 节 内 讨论 。 


f 题 终端 边界 条 件 
1. ЖЫН ЖЕ | Жалел) 
1 і 2% = | = ӘБ = 
2. 终端 自由 (ty 给 定 ) ізі), 25. 0 
ә. 可 动 边 ы 122: = F+(y -iy ÊE = 
Ж, t; |---- ки 2} Е о 
自由 Ы 终端 无 约束 | 1-і), F=0, 2E so 
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上 上 页 表 中 列 出 拉 格 朗 日 问题 三 种 情况 的 边界 条 件 ， 假 没 始 端 辕 
定 。 


tr 
XU) = Ху, 1-| F(X, X, di. 
to 


Š 9-5 古典 变 分 法 求解 最 优 控制 问题 


应 用 变 分 法 求 泛 国 极 值 适用 于 等 式 约束 的 情况 ， 最 优 控制 问题 
中 有 状态 变量 和 控制 变量 ， 引 人 哈密 顿 疯 数 ， 应 腹 变 分 法 可 以 导出 
最 优 控制 的 必 和 时 条件， 用 解析 形式 表示 ， 称 为 哈密 ІҢ (Hamilton) 
方法 ， 它 只 适用 十 对 控制 变量 和 状态 变量 均 没 有 约束 的 情况 。 

一 、 哈 密 顿 方法 

设 最 优 控制 问题 为 


t 
шіл J(U) = L(X, U, t)dt (9—46) 
to 


X=f(X, U, £) 
ХР) =a 
ty ж, X, Нн, Р UEG), 
状态 方程 症 等 式微 分 约束 ， 
(X, U, 1-Х =0 
引入 伴随 向 量 A(O = [A CE), AG) еен], EH n fÉ 
ПН ELE TIP АЖЕ, TÆ, ФИПЯГАЯН A 7. 


2; 
yel [LOX, U, +AT Хх, U, t) 
0 


А70) X(#)]di (9—47) 
435- 


ЕМ МЕХ, A, U, із- ХХ, U, t) 
ЖАТКА, U, i) (9-48) 


式 中 H ж, ЖОҚ ЖРА. 
则 (9—47) Ха. 


£ 


f К 2 . 
pa [HOX, 2, U, D - АТС XN) dt (9-49) 


to 
ty 
- пена 2 =Í ға (9-50) 
K 


Ж (9-49 Ау 7 Ж), SATR (9—47) 式 厌 泛 卫 在 等 式 约 束 
下 极 小 。 将 09—49) 式 用 分 部 积分 公式 变换 一 下 ， 得 


tr Ё; 
J> -| (II+27X)dt- ХХ, 
to ғ 


将 上 式 对 控制 变量 和 状态 变量 分 别 到 变 分 ， 得 : 


[ 
Ayr = – АТАХ. ‚|, Т ү ôU 
te to BF 


211 ен | ы 
(24) X + 27ó jdt (9-51) 
式 中 OX = (8х1, дхі,<е,бх, 01 


GE = (ди, ди; ди.) 
ӘХ 和 óU ытын, ZARELA ЖЕ 9/7 = 0， 故 得 


ӘН -H Ж 
Аж у=, 4--5% (9—52) 


=0 (9-53) 
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10; 
А28 X | = 0 (9—64) 
to 
ҢАН ж, НІҢ, -. Atfr)=0 
(9—52) 式 称 为 伴随 方程 ，(9 一 53) 式 称 为 控制 方程 ，(9 一 
54) 式 称 为 柳 截 条 件 。 此 外 还 应 满足 状态 方程 ， 
x=f( X, U, t) (9-55) 


以 上 四 式 就 是 最 优 控制 问题 (9-46) 式 最 优 解 的 必要 条 Е, 
也 可 以 从 欧 拉 方程 导出 。 
ІҢ (9--50) 式 可 知 Ғ-Н-ЛТқ 


оқа - =0, BD V = 27 қ, U, D 
ісі), 2i = 0, HH АСУ-90 


所 得 最 优 必要 条 件 与 《9 一 52) 一 (9 一 55) 式 完全 一 样 。 由 控制 
方程 317 = 0 可 求 得 最 优 控制 的 解析 公式 ， 将 状态 方程 与 伴随 方程 


联系 起 来 。 
上 面 得 到 的 ACO =0 是 自由 终端 问题 的 终端 边界 条 件 ， 如 果 
是 固定 终端 问题 ， 则 终端 边界 条 件 为 Хал- XA 
状态 方程 与 伴随 方程 合 称 为 正则 方程 组 ， 其 标量 形式 为 


dx; ôH , 


ре 2 еу; (9-56) 
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dà; ӘН 


dt Əx; 
t=1, 2," , n, 共有 2п ЕЩ хі, АМ» 有 2n 个 边界 же 
хс) = Ki, K A (t i) = 0, 


ДЕА АНН, ара лала туа ты 
和 终端 伴随 向 量 4(t/)。 联 立方 程 解 两 个 未 知 函 数 ， 一 个 边界 在 始 
庙 ， 另 一 个 边界 在 终端 ， 称 为 滋 合 边界 问题 ， 在 微分 方 检 中 这 类 问 
题 称 为 两 点 边 值 问题 。 如 果 给 定 的 是 一 端的 条 件 ， 则 在 微分 方程 中 
称 为 一 点 边 值 问题 。 最 然 ， 两 点 边 值 问题 的 求解 比 一 点 边 值 问题 更 
困难 些 。 | 

ш 1 =0 可 得 最 优 控制 U* 与 X 及 л 的 函数 关系 ， 代 入 
正则 方程 组 消去 U， 则 可 求 得 叭 一 解 XFO) 及 AFG), жж 
优 执 线 和 最 优 伴随 向 量 。 

由 上 述 分 析 维 导 可 以 看 出 ， 用 哈密 顿 方法 求 最 优 控制 疝 题 是 将 
REA J” 的 极 值 问题 转化 为 求 哈密 顿 函数 H 的 极 值 问题 。 


(9-57) 


二 、 线 性 伺服 系统 一 一 跟踪 问题 


现在 我 们 沧 一 个 较 简 单 的 线性 甸 服 系统 的 最 优 设计 问题 即 跟踪 
问题 来 说 明 哈密 顿 方法 在 最 优 控 制 中 的 应 用 。 
问题 的 数学 模型 为 


t; 
“їй г | [(Х-ХӘТО(Х-Х„)+ШТЮШ]а: 09-58) 
ғ; | 


Х= АХ + ВО 
如 果 是 时 变 系统 ， 则 А, В, Q, КОБЫ ЗЕЙ» 
Со X, 
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Xx, 是 状态 向 量 的 给 定 值 ， 这 个 问题 要 求 状态 X ”与 给 定 状 态 
X, АЭ ЈАЛ, 5. Q 及 R Жин 
但 设 有 规定 终端 状态 值 ， 因 此 可 以 看 作 是 终端 自由 问题 Xn X 
和 U 都 是 时 间 的 函数 ， 在 数学 推导 过 程 中 为 了 书 写 简化 都 没有 号 
成 时 间 通 数 的 形式 。 

BLA PERE AG), MERDA J', 


tr 
ге | 和 (XX хә + ‚Ор 
io 


+ÀAT(AX + BU) - АТ К үа (9—59) 


КЕЙ РА Ж 2) 
H= F(X- ХТО‹Х - X.) + SUTRU 


НАТСАК + BU) (9—60) 
ЭН 0, М+АТВ=0 
ШЖ (у= - PK 1ATG(()B= - ВГАСУ (9—61) 
正则 方程 组 为 
242-і, ТР ео y ATA | 
(9-62) 
ан _ X+BU= AX - Bh-rpTÀ J 
24 = x А x = = 4 + (t) 


边界 条 件 为 Хо) = Хо» АС) = 0, 

为 了 求 得 最 优 控制 (9-—61) 式 ， 必 须 求解 正则 方程 组 (9 一 62) 
式 ， 这 是 两 点 边 值 问 题 。 求 解 方法 下 而 进一步 讨论 。 

MR Х,0Р) = 00， 表示 这 个 线性 系统 给 定 状 态 为 零 ， 使 误差 为 
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Лу, яяя ЙЫР F ВИА НА ЕМЕЛ» ТО ДЫР А 29 ЕТЕ 
Жанай, REET ЕЕ ЕН О-Н, 
线性 伺服 系统 最 优 控制 框图 如 图 9 一 15。 


[ 9--15 FREIS НЕ I 


上 述 两 点 边 值 问 题 是 要 求解 (9-62) 式 所 示 2n ЕН 
组 ， 由 于 在 控制 时 间 间 陋 肉 ， 给 定 的 边界 条 件 一 部 分 在 始 端 六 (ft0) 
= X, D-RE BH 2023) =0。 闪 此 不 可 能 对 状态 方程 和 
伴随 方程 同时 闫 时 间或 赣 时 间 进 行 积分 ， 风 而 要 用 和 迭代 计算 方法 求 
和 解 。 下 而 介绍 是 种 迭代 方法 : 

要 求解 的 方程 是 

T=AX+BL= АХ - ВИВА, ПХ) = X, 


і--О(Х-Х2-А%, О А(іу)-0 
控制 方程 为 U= -RAR 
1. WEERA 
Ào 是 未 知 的 ， 试 猜 Alti) = А, BAE Ха) = Хо 对 正则 
方程 组 积分 ， 得 终端 值 ХО) 及 АП), j y А(др=0 H 
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较 ， 再 对 第 - -次 试 狂 的 “io) = 2, ЖЇРЇ Г» ШО. Yu #] WB 
是 给 定 的 边界 条 件 为 止 。 这 种 六 法 的 缺点 是 ， 体 随 方程 顺 时 问 求 解 
аве, НІЯ ЫЫ А 

2. HAROZA 

RAA AEWA UC), МЕТА КАКУ, ЖИ Xx 
ЛЕЛЕ НАВЕ, АЛТО ЯНА X RAED E EBRAR 
2, ЖИЙ А 存 入 计算 机 内 。 由 第 КОКОН X. А, I À Fë 
WHAE, BE U, ИЛЕМ АІ, СЕЗІ U Ue gk Ж] 
(МЕ, APR ТЕ ДЕА] ТЕРИ Fam RA ЛТЕУ ХЕ, 

三 、 哈 密 顿 函数 为 极 值 的 充分 及 必要 条 件 

对 哈密 顿 函数 可 从 力学 角度 做 物理 解释 。 设 有 力学 系统 如 图 
9 一 16。 

系统 的 动能 为 ， 


W = Sm? = Ñ тал 


弹簧 储 能 为 


Р -| kxd = tgx 5 ІҢ 9-18 JFR N 
0 2 
Z H 表示 系统 的 总 人 能量 ; 
нез mg? + Lry: (9-63) 
2 2 | 


же © рн 
ж 


从 力学 系统 和 控制 系统 的 相似 性 ， 可 知 : 
状态 变量 X 相当 于 广义 个 标 ， 则 = СХ, U, 1) ПІЗ 
义 速度 ， 

H=L+2"t ЗЫ АЙ. 91 


2, -2 RRUA Do 
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从 控制 系统 角度 看 ， ¿ BJ E Н pir ASOR RRE 
的 灵敏 度 。 我 们 可 证 明 如 下 : 


Еж Ғ-Н-4Л1-11-А7Х 
设 已 求 得 最 优 控制 使 F= Fmi 
则 H = F min + АТ} 


dH =dFmint A df+ffdà ` 


. СӘН? у ƏH”, ПТ 
x dH = x + s; dU + әл ЧА 
_ pm ĉl oH _ 
34 Е = Fmin 时 ， 2229 “729 


dF + ATdf+ ғал = дА 
ад 
设 现在 由 于 状态 参数 有 变化 使 df = е 


22 
MO dPan (Bae te 


dF min ~ df min 


df: ғ; = -А;, і-1, у” уй. (9-64) 


或 


第 i 个 华 随 函数 4, ЖА Кш 对 第 了 个 状态 方程 约束 变化 
的 负 敏 感 程度 ， 如 果 这 个 系数 越 小 ， 表 直系 统 抗 于 扰 能 力 越 强 。 

(9—64) 式 说 明 ¿ ЖПБ Р 对 状态 方程 这 一 等 式 约束 
变化 的 灵敏 度 。 

使 哈密 桢 瑚 数 为 极 值 的 必要 刑 [ 充 分 条 件 可 推导 如 下 ， 
。442 。 


必要 条 件 ; 


-i È -VrH=} (9-65) 


Фа е рш эде кылыы булө 


Т 
; -|28 ӘН ӘН Б 
式 中 ЧИН = Ë 9 ди» 5", ди. | (9-67) 


Т 
УН |29, ан. ән (9-68) 


充分 条 件 ， 
Ek (9—65), (9-66) 式 以 外 ， 还 应 包括 以 下 两 条 件 ， 
E P>), HEA 7 极 小 值 ， 
E P< IHA 7 极 大 值 。 
ГН (9—49) 式 决 定 。 
令 AJ'=J'iX+óX, О +80), U) 
REDRE AV 展开 得 
AP =: 67) + 6277 +... (9-69) 
Нұх 212 


pr 
BJ’ = т | (8Х,601 
2 | 80 


k (9-70) 


Нох Huu 
M| J' 为 极 小 的 充分 条 件 为 ， 

Нұх Нух 
Ex | 


| 为 正定 
Нох Huv. 
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四 、 最 优 控制 问题 计算 举例 

HARID А АДЫР НІ ТЕНГЕ: 

1. BRAHE =o, ЖІГІ Х, 2), 

2, 将 CU* 代入 正则 方程 ， 解 两 点 边 值 问题 ， 得 ХР), 
A* CE), 

3. 将 X*, АЗ {ЕА У О) = СХС), А%()) 

[ 例 1] 小 车 问题 (图 9—17), 
质量 为 M 的 小 车 ,在 水 平 轨道 上 运动 ， 
АВН ТЕО, Е Р =0。 忽 
КЕДЕ, ЖЩ: t= Goe) |р 
速度 为 V. HEZA). ЖЕНЕ 
Ғао, КА) 为 外 力 ， 使 8 9 一 17 小 车 问题 


Р, 
min tel [F +a( V; -VF )?] dl 
? 


а АМ, RRRA Ж ЛЕТА 22 РЕЩ НЕ АЛ» ХЖ 
拉 格 朗 日 问题 。 


状态 方程 ps f 
M 
解 : F 是 控制 变量 ， 广 为 状态 变量 ， 
Hot ыу + Ба 
Е ӘН ко АСР 
1. 0010, 4 1) = 一 
由 控制 方程 5р = 0 得 17%) oM 


2. 解 两 点 边 值 问题 
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= А 


ЫЖ 911 Р) 


ә 
2 азд Б _ Fo aà 
得 наасат 
解 出 À s c etti cae Pi 


р == \ AT 


由 边界 条 件 4-0 s0, ісі; V =V, 
x біті; HJ. DES ik АСУ = 0, Ж Сі» Czo 得 


ci=0, c= ма MV ; 
А1) = —2.Za МИ" 
5. Rik ME K 
Hi =2a(V —- V) 将 2а) 代入 可 得 
“=Й (1-е?) 
4. FEREARE СПК ИЕЛЕ) 


, OU 32 іе 
k Sis дара А p= a| ат 


7 
这 是 按 指 数 骨 线 下 降 的 规 (F 
律 ， 用 开 蒜 程序 控制 即 可 保 М ---әе-- 
证 。 如 图 9—18. x % | 
为 了 克服 干扰 影响 ， 可 以 чы Я 
МИЛИИ, $ 1-0 | 
时 ， 小 车 有 一 定 速度 『。 и 9 一 46 小生 问题 最 优 控 制 解 
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则 өл -2/ е М(У,-Ё) 


A*G1)= 一 2 Za M(V — V )e-tt 


жару - ЧУ р, Z et 
FCR y: = М -(Р,-Роуае 
-К(Ю(Р;-РО 


ЕБ ААА БА, ЫЗА 六 (1)， 以 确定 应 
有 的 控制 变量 了 F(t)， 最 优 控 制 的 框图 如 图 9 一 19。 


图 9 一 19 ЛЕНАНЫ. 


[@) 2] 线性 系统 的 最 小 控制 能 量 间 题 
已 知 线性 系统 由 两 个 积分 环节 组 成 (如 图 9 一 20) 。 


u(t> í ©) Гр 0¢t) 
xlt) x (Ë) 
图 9—20 БОЯ 


=od), ә (0) =u(t), 
求 wt)， 使 控制 能 基 为 最 小 ， 即 


1 
їй төзе) шуа! 
“ 0 
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0 1 
ЕШ t=0 BF, ще 
reg 0 
азы -| 
© 


Жж. 为 了 便于 分 析 计 算 ， 将 系统 写成 标准 状态 方程 的 形式 。 


令 xil) =O), walt)}=o(t)=%(t) 
1 #1 Хх 0 1 хі 0 
出 | x= і = = + u 
3 u 0 0 Xe 1 
= АХ + Ви 


1 
Paj АХ + вис ple 
0 
СУ» Хуча pe TA + Ви) 


=: + Дух + Дән 


ӘН 


——--=0, u= = А 


ди 


ға _ aH =0 
Әжі 


_ 0н ын, 
дх; 


Z= 
解 得 | Аас сү 


A, = -сі + с, 


` HEt -os 
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1 1 
"= бе" g yf + cat %с, 


X10 1 
用 边界 条 件 。 f=0， va B 


X20 


0 
кел. ү = 
0 


代入 求 得 积分 常数 сз=1, c, = 1, Сіш 18, cC; =10, 
Ре РЈ 
и*(2) = 182-10, П 9-21, 
х, = s(t) = 911-107 +1 
х= 90Р) = 318-512 +і +1 
[ 例 3] 问题 同 例 2 ， 只 是 终端 
ө(1) НІҢ, m 9(1) = 0。 ІҢ 9-21 欧 2 的 最 优 控制 解 
解 ， 正则 方程 组 及 控制 方程 均 与 
上 例 相 同 。 但 边界 条 件 
х.(03-1, х,(0) =1 


х1(1) = 0, А,(1) =0 
2 СітС;-б6, cs= c ,=1,. 
解 得 хаР) = 45232 +1+1 
хае) = 312-6 +1 
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图 9—22 表示 最 优 控制 Мон 

由 例 2 例 3 可见， 两 个 相同 的 
问题 ， 只 古 部 分 终端 状态 不 同 ， 最 
优 解 结果 完全 不 同 。 


五 、 用 变 分 法 求解 波 尔 查 型 最 
优 控 制 问题 


前 面 我 们 分 析 计 论 了 用 变 分 法 
求解 拉 恪 朗 日 型 最 优 控制 问题 ， 在 
各 标 泛 国 中 没有 对 终端 提出 要 求 ， 
现在 我 们 讨论 更 一 般 的 最 优 控制 问 

и, Врил арай. 
min J(U)D =0[ X(t), ғ 图 9-22 З 的 最 优 解 


Ii KZU, Өш (9-71) 
ú X=feX, U, t) 
х= Х, 
终端 边界 条 件 分 三 种 情况 讨论 ; 


(1) 终端 自由 ， 纪 给 定 。 
这 种 情况 下 增 广 泛 函 为 ; 


t: 
ЈО) = 01х09, Ф] “| (Н-АҒХУа 


0 
tf ИШЕ; 
= ‘+| (H+ATXIdt AX 09-72) 
р to 
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| trany 
spa [ 2%) | гхао+ | (94) б 
дА) ігі #20 


Х 
) 
ӘН 7 isy асах | 
(29) Ы Jat- z 
2 57 = 0 
则 得 (9 一 71》 式 为 极 小 的 必要 条 件 : 
ƏH _ i 
1. р" (9-73) 
Ән 
2. -i 
Gl РВЕ 7 
3. 21 Х={‹Х, U, 1) 
SHT Х(#,) = 0, 
| 20 | 
4. АС-ты 
әх іші; 


(2) 终端 状态 有 约束 ，t 给 定 

ледж МІХСР, 410, ЖЖ r 7, МЕМ, №, 
N,]7”, ЖЕНГЕН ЫЗ 800—079, 5А НН ЯЕ -T- J 
Жон, p= [his Bass, o TEN HAH 


| i | 
газ-ахар, жам, +| а-а” 
ісі; to 
| (9-74) 
Paie lote N-a] i +АТХ 
і; i 
-f (H +) r X)dt (9-75) 
h 
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对 AX MU 分 别 到 变 分 


“уш жү ы э. 
ғар (a) + (а А ЗЕ 


=ł; 
ATX | AGE) «н 
+ Ў = + акб 
РАТ 
BF 
Lti 4 ДТ С: | 
‚(гг ёү+А xx |а (9-76) 
EA ёХ(%)=0, & 70) =0， 得 极 值 必 要 条 件 ， 
ән _ > 
Ls = 
ән; 
Zi ӘХ 一 À 
| (9-77) 
3. X=f(X, U, Р) 


20 ƏN ғ Г 1 
а ларе) £ (А) ‚|, 
f 


5. 原 终端 约束 УХО), 41-0 2 

(3)  ИНЕЖ, t 自由 

约束 方程 为 N[ 革 (tj)，+;] = 0。 例 如 最 优 时 间 控 制 问题 ， 要 
求 系统 状态 在 最 短 时 间 内 从 初始 值 到 太原 点 ， 而 1) 未 规定 。 则 终 
端 约束 方程 为 

ЖІХІЗОУ ТІГЕ СЕН = 0, 

АННЫ, СІНЕН (9-75) 式 相 同 。 这 有 时 不 仅 有 最 优 
E E sd (9—74) 式 全 导数 
ӘМТ 
И 
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кірдің = 0, 
dt |t=4; 
48: 
ГЕТ, 98. [әм 
(0%) атыы (25) 
ne t | m-ans] =0 (9-78) 
É ya] 90 (ӘЛІ + 
已 知 AG; E ‚(е^ | (9-79) 
20 ” ӘҮ 
[5 А. — жабай ; 1 
或 К; Е + Z n ra 
由 (9—78), (9—79) A 
qp? | „т2№ ш Р 
Ш 2) + u Рт |, 0 (9-80) 


(9—80 ЖЖ (9—77) 式 一 起 构成 了 这 个 最 优 控制 问题 的 最 
优 解 必要 条 件 。 (9-80) 式 称 为 横 截 条 件 。 下 面 分 析 沿 最 优 轨 线 
ВОТ ТЇ ВА 
H=H(X, U, å, = L(X, U, + ATI 
г t 
ан ән |((әнуү, Ән, ; Я 
ыы =, (94) Ú ( =+ і) Ё (9-81) 
如 果 是 最 优 控 制 ， 则 应 满足 下 述 关 系 


ӘН = ПН БЕЗЕК 
Әу š ; 


BX | 
Ш (9—81) 式 可 得 
452 • 


ан 0 тен U Ау) (9-82) 


dt ді 
车 RES t, WI = 
П«Н(Х%Ұ, U*, 4, 0- ҰЯ (9-83) 


即 如 果 L(X, U. D 及 FX, U, ty 不 显 含 变量 二， 对 
于 最 优 控制 (ЖС), і 在 [to, í] 内 ， [Ер {1 是 不 依赖 于 时 间 
变量 + 的 常数 ， 这 是 无 约束 最 优 控 制 问 题 (控制 变量 不 受 6) Ж) 
极 小 值 原音 的 基本 结果 。 
ГІ! 最 优 时 间 控 制 间 题 中 
NIX G, 11]= ХСір-0, Уі), і-0 
p[X CED, tilata L=?) 


DO z aN са 
ш. = 1, =) 
öt ‘fy 


由 《9 一 80) Ж.НСіре-і, ХЕ ЖОН. 
如 果 8 K N 不 依赖 寺 时 间 7, 


26 aN 
ШІ = = = 
WI] a O af =0 


由 (9—80) Ж H(t£)) = 0, ІНІН 09—83) = 
Н‹Х*, U*, А, t) = 常数 。 
得 HX*, eres A, t)=0 (9-84) 
六 、 计 算 举 例 一 线性 系统 最 小 能 量 控制 
1 
тіп төзе ШЕСІ! 
SJO 
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系统 由 两 个 积分 环节 组 成 


| 0 1 0 
X= X+ ч 

0 0 1 
X(0)=0 


终端 约束 N =x(1)+zx,(1)-—1=0 


1 
本 例 中 6-0, Г-аМа if- АТ ўа: 


Hs zu EE Я 


由 必要 条 件 得 正则 方程 组 及 边界 条 件 [公式 (9 一 77)] 


#101) = х,(1) 边界 条 件 x1(0) =0 
zalt) = ult) = —А„(1) x (0) = 0 
4 і = Ü = ƏN _ 
1(f) кетер ДЕТ? m 
ÄG) = - AY(t) А) 9 = 
解 得 41= ci 积分 常数 cl = 
À, = — еі + c; cz 二 2H 
= l ,2 
х= Lott- су + с cs=0 
1 
х= Ot = b eat сы жс, Сіш0 


由 终端 约束 x1(1) +xs(1) =1， 求 得 ú= — 7 
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最 优 扫 线 хс) t+ з 


* = _ 3 2 2 6 
x" (1) ц! ; 2! 
最 优 控制 Dm, 


七 、 边 界 条 件 总 结 


і; 
设 问 题 为 min Ла) = 0[ XG), іы“) LX, U, Ра? 


і, 
X=f(X, U, t) 
X Cto) = X 
终端 约束 为 МІХар,іДғо 
几 种 不 同情 况 的 边界 条 件 如 下 由 
问 题 ж 0 А 
шы СІЗ шысы ДЫКА СЫ} Е 52 Т s 
1. 终端 固定 | к; | М=КХ(Ф)-Х,=0. 
Xi 
| Д А 2. 90 | 
: x, XL 
ES ЛЕНИЕ БАЕЛ НЕНИИ сайыс есір а = 
2. 终端 自由 ， ы 
і; 给 定 20 | 
Хә а= Хх A 
| ЖЕ. 
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н а * 例 ， 边界 条 件 


| ху) =t, ж С%/) НІҢ 


з. 终端 部 分 固 | ре 


ж, ЭН А0 = 20, + 
由 дх, ty 
99 
L =- 
Xo © хі мы GEF) ty 


4, HAER, 
N[X (10.1 ]=0 
і; 给 定 。 | 


NIX G O, t;]=0 


{= (р) + x (t) 


~1=0 ж. 
_| 28 ӘМ? 
i -| 2 «(8 ). A 


x (tí) ! 


5. Ж, фе АО ЕО 


tB h. | | a 7 
т 
| H + д0_ ay ƏN H = 0 
25 n Xy š ni 21 t; 


Жата X 和 伴随 问 量 4 АУАНА ЩЕК 的 
现象 ， 值 得 注意 。 | 
H (9—51) 式 已 知 边界 条 件 为 
E; 
ATX =O 


7; 


1. ШЕНІНЕН, ХО) = Xo, GX) -0. 
则 ASX ha=0, ACG) 为 任意 值 。 АН XG) 在 X 空间 固定 
таны, С) 可 在 4 空间 任意 取 值 ， 不 受 限 制 。 当 终 端 固定 
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和 时， 上 述 结论 也 可 应 用 ， 即 2000 可 在 2 ФИН ЛИЙ 

2. ще НШ, Xeo Шіл X 2 B] f š Be 2, ШІ 
8Х(4;) 0, ХУРАЙРА: 

а. ШОБ ӨГХСЕО, 41-0, MERA ҒЫ 

ШІ (0-0, 201) 在 А 空间 涉 能 任意 取 值 。 

b. 如 果 0< 拓 0， 汪 有 终端 约 末 。 

ІШ ла) зерт 


с. 如果 9-90, ЕНЕ NLG O, 4і-0 


09 әл” | 
Л = й қ 
wi ыш (5 i ə v" | 


[1] їй Ха) 的 约 来 


хуб) + х0) = 1 


ХОР) 的 约束 为 : 


хіб) + xC) = дана 
ЕТТЕН? Or /tO x 4 


总 图 9 一 23。 | | 9 一 23 ж Ар 
ҮК 0=0 | Xaa) ЖІ 

Хан Е ХАЕС НОЕ, АСР) 和 АСР) ДЕ А 空间 如 

Rie FARE MAE Nasil) t x Gal, Nj=xi(t) ~ 

Xslty) -3 都 是 标量 函数 ) : 


| 2х1 
дс) =й -| | 
72 2х,(#,) 


1 
N 
MORETTA 1 | 
[4 X сұ 1 


по» ну ШЕШ» 
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Š 9-6 连续 控制 系统 最 优化 问题 
的 数值 计算 Сй 


、 参 数 最 优化 方法 


将 控制 变量 函数 参数 化 ， 是 求 最 优 控制 问题 近似 解 的 景 简单 方 
法 ， 这 种 方法 虽然 实际 应 用 较 少 ， 但 是 可 以 使 人 们 从 中 受到 启发 。 
[ 例 ] 设 最 优化 问题 是 


0.5 
тіп /(и)- ох f (20х2+и?) 4? 
0 


10x/ ЖН, х;- (0.5) 
REJETER, %--0.2х +10tgA и 


х0) = 5, #;= 0,5 
设 u(t) 是 [0, 0.5] 区 间 内 有 界 国 数 ， 并 可 表示 成 如 下 形 
R: | 
u(t) = 三 glt) 
9:01) EARE G) 的 第 i 个 元 , 不 同 1 gG) 是 线性 
无 关 的 。 用 有 穷 级 数 允 这 u) 例如 取 7 
utt)=a tat + ast2 
调整 а, а, аз, Ж 7 为 最 小 ， 这 种 求解 动态 最 优 控 制 问题 
的 方法 称 为 参数 化 方法 。 
这 上 时 了 是 Gi, Gs, Аҙ; Ж, 用 计算 机 进 ПЕШ 
计算 ， 这 是 三 维 国 数 的 极 小 化 问题 。 
HRED AAAH RRUFE: 
4458» 


ЖК a | в | a J 
б -不 06 0 | 49.898 
1001 78.412 | 4.975 | 0.341 | 41.891 
2 — 2.835 i 4.756 — 2.754 | 41.685 
3 -2.888 4,756 -3.121 į 41.633 
4 -2.879 4.717 -3.154 j 41.632 
5 -2.730 3.875 -1:970 | 41.625 
6 | -2.764 3.091 | 0.198 41.606 
7 -2.596 1.494 3.159 41.596 
8 - 2.591 1.407 3.322 41.596 
9 - 2.591 1.406 3.329 | 41.596 
图 9 一 24 表示 用 参数 化 

方法 所 得 近似 的 0), ЯТ б 

HIP 85 НУ) ДЕШЕ 86 ДЕГЕЛ Fi e {Л 

解 与 参数 化 方法 的 解 很 机 还 。 
二 、 梯 度 法 
梯 魔 法 是 直接 求解 最 优 控 | 

制 问题 的 一 种 有 效 方法 。 设 间  “ Жа: 

题 为 ， 图 9-24 ”参数 最 优化 方法 求解 结果 


і; 
КЕЛІ ЕЛІ +Í L(X, U, Ddi 
2, 


X =X, U, t) 
Хо) = Х, 
ЕНІН, 1) 给 定 。 
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Ж ЛЕР R БОЛАРЫ И ИРШАТ: 

1. 设 定 初始 控制 0700). 一般 党 经 验 进 行 ， 选 取 时 应 注意 
ЖӨЕ py ЛЕ Se B Ж. АЗЫНАП А а НСК 
性 。 

2. (А Хо) ИТ, ХЕ A a) BF, M ta 2 ғ E 
向 积分 状态 方程 组 Х-КА,У,:0, 8 Хо, 同时 计算 
[7С], Аға) 为 第 一 次 选 伐 计算 所 得 状态 轨 线 。 

3. 出 已 知 AGO 值 对 你 随 方程 组 і--2 лашын 
向 积分 ， 得 1a(i)， 它 是 第 一 次 迭代 计算 所 得 伴随 函数 。 计 算 


anx ©», A". 可 | 


4. {ЕРЙ 91-2 дА! T ‚ U 为 第 1 КАЙ 
I 0 
计算 所 到 的 控制 变量 ， 从 UO 出 发 ， 用 -УЛІ/) 作为 下 一 - 
步 寻 优 搜索 方 届 ， 得 ; 
С) = 1090) – etS7J(U2) 
а Жу Р КБ, оСс>0, ЕН, ви H — 2 39 
5. PA Ла) fE Una), ЕН LEi, ERARA 
212122 Ey р El 
а 
СЕЗ “ІЛКІ ау Л ПРЕ р-0, 1, ды (9-86) 
6. НЕР, Ж s>0 为 给 定 的 允许 误差 范围 ， 妆 


ыға J [UG] 
ТИЛ 2] 


УЛЫК (гу) = (9-85) 


(9-87) 


Ы, Т ЖАД 
‚ 460» 


НТВ АЗЕ Т—И ЛЕША ДЫ, Miek, IR Eu ЕН 


方法 比较 简单 ， 也 是 一 种 有 效 的 数 估计 算 方 法 。 
f{ 例 ] 三 阶 线性 系统 


° arctgu — x 
Е == 
= 


Хал 


KN2 = X í — X; 
Ўз = x; - Хз 


3 
min J Çu) | [‹2х,) + xa 0.0122 04 


f 


初始 边界 条 件 x0) = –- 0.6, x,(0)= —0.6, xs(0)=4, 


А: НН Н. 
4:08) = 0, і-1, 2. 3 


H = (2<x,;)2"”+ ха + 0, 0lu? + (2 aretes - xı) 


+ (XI “т ха) + Asl x, кезі хз) 


ӘН г 241 1 
бл ы ЖС ІП w ЫЕ Ө асылы тілден 
p, 50» M 0.02и+ = түнд 
或 u? +u + a =0 
伴随 方程 组 为 。 4--24-2;,-), 
хі 
р ә! 
дал —-— = 2, — )s — жн 
2 о дз — 2092.) 
дас татарға 
Әху 


В т= 10, ЖЫН ac = 10。 首 次 近似 取 49 40-0, 9—25 


‚ +461* 


жя ИЛЕ ЧӨЙ ЕЗ [ИИ ӘТ БОЛЫН РИ Ж, Buih b E PE 
ШЕК 20 次 和 揭 代 结果 见 下 表 。 


t н(?) 
0 9.26 
0.3 2.777 
0.6 | – 1.370 
0.9 -1.097 
1.2 -0.695 
1.5 | -0.263 
1.8 0.049 
2.1 | 0.121 
2.4 | 0.072 
227. дыбы 
3.0 | 0 
= ЖЕЖ 图 9—25 ”梯度 法 求 三 阶 线性 条 
Же Bp ДЕНЖЖАН Башы ШЕР: 


性 代数 方程 组 的 一 种 方法 ， 后 米 又 
用 来 求解 无 约束 阔 数 极 值 问 题 。60 年 代 初 ， 推 广 到 函数 空间 ， 用 
来 求解 最 优 控制 问题 ， 共 生 梯 度 法 用 以 求解 二 次 型 逃 函 的 最 优 控制 
问题 较为 有 效 。 在 收 伍 速度 方面 比 梯度 法 快 ， 但 是 其 有 梯度 法 的 优 
点 ， 如 :计算 程序 简单 ， 容 易 实 现 ， 计 算 可 靠 性 较 好 。 

计算 步骤 : 

1. 给 定 初始 控制 函数 UG) 

2. 以 XG) 23886, А to。 到 t 对 状态 方程 积分 ， 计 算 
ізі, 时 指称 泛 国 ЛОГО, О* 为 第 k+l ТАРҒЫН ін РІШ ІН 
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3. B i 到 t。 反 向 积分 伴随 方程 得 АӨО, ЭНЕЯ 


ər 
у U = 2H 
917 Un 
4. ЗЯ А 
в ПУ ТОО ЛИОН 4 
B= суат | ЛІ (9-88) 
当 p= 0 BF 0250 
5. 有 寻 优 方向 
Pa= ~ YJ [UIG] РІ (9-89) 
6. UIE) = 7) + et PA (8—00) 


用 一 维 搜索 法 求 最 优 步 长 参数 а". 
7， 判断 是 否 满足 是 收敛 条 件 (9 一 87) 式 ， 决 定 是 否 停机 。 


例 йз го |, Cox +t ur di + 10x2(0.5) 
0 


#= – 0.2х + 10tg h ч 
х(0) =5 


这 个 例题 已 在 参数 化 方法 中 引用 过 。 
设 第 一 次 近似 取 u= —0.5 
fi=10x?+u + À (—0.2x +10tgh u) 


j s ӨН а Азыр» 
Bx 
460.5) = --2-(104%) 
Ы у= 0.5 * їр= 0.5 
-20х(0.5) қ 
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N (u) -2H 10А(1 – tg hn) + 2u 


J(u) 的 遂 代 寺 算 结 果 如 下 表 ， 和 最 这 下 降 法 比较 ， 
梯度 法 收敛 性 好 得 多 。 但 是 对 非 线性 系统 ， 共 轿 梯 度 法 也 政 敛 得 很 


8. 
选 代 次 数 “ 
0 | 123 
1 | 41. 
2 | 41. 
3 | 41. 
4 41. 
5 ? 41. 
12 41 
17 41. 
30 
40 
50 


四 、 变 尺度 法 


ФК ИЕЛЕ 60 年 代 初 期 提出 的 求解 4 维 向 量 空间 中 无 约束 多 
变量 函数 极 值 问题 的 一 种 算 靶 ，70 年 代 初 期 推广 到 函数 空 间 求 解 
最 优 控制 问题 ， 

计算 步骤 如 下 : 
选取 初始 控制 函数 094), 
第 kti ЖАҚАН, РА 2 UG), 


1. 
2. 
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J REER) 


.4413 
7625 
6066 
5960 
5954 
5953 
.5953 
5953 


ар, Еа 


J CRE TE) 


123. 
53. 
52. 
51. 
51. 
50. 
48. 
46. 

‚50 

42. 

41. 


. 43 


44 
02 
48 
96 
96 
98 
10 
48 


10 
64 


ийй JIU ÎR 


0, 
3. АБН] P*= - IN ГЕРІ; (9-91) 
Ны 为 第 h+1 步 方向 矩阵 ， 第 一 步 取 H = 了。 
4。 Ж AU = =U чу; (9-92) 


Ag 00) = ЈО) ЈО], (9-93) 


= 全会 二 "АТТЕН. а 
5. Hl = те ЖаН? (9-95) 
6. (ЭПОС) жар", 5-0, 1, 2,-- (9-96) 


用 一 维 搜索 求 最 优 步 长 参数 a, 
7. 检验 (9 一 87) 式 是 否 满足 收 笋 性 要 求 以 决定 是 否 可 ТА Ë 
机 。 


五 、 二 阶 变 分 法 


求 ” 维 癌 量 空间 中 多 元 函数 极 值 问题 有 二 阶梯 底 法 〈 沾 顿 旗 )。 
与 之 相应 ， 在 函数 空间 中 求解 最 优 控制 间 题 有 二 阶 变 分 法 。 只 要 初 
始 控制 UG) 选 得 较 好 ， 迹 代 程序 是 收敛 的 ， mi Hee ЖЕН 
当 快 ， 二 阶 变 分 法 的 缺点 是 计算 工作 量 大 ，: 对 UHO 要 求 比 较 苛 
Ж 

СМ ОРА КАХТИ И 阶 变 分 导出 ， 我 
们 不 加 证 明 地 引用 其 结果 。 


Ut) = Р) + д), 6 = 0, 1, 2," (9-97) 
Е gH ӘН SH 
ТЕСЕ 
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i (а) | 


= – Hyu [Hu + HuxŠó X +ї{ 78А JNE (9-98) 


计算 步骤 为 : 
第 R+1 ҚКЖ Ж UG), 
从 fo 到 fr 对 状态 方程 积分 求 出 X), 
从 所 到 加 对 伴随 方程 积分 求 出 2510, 
计算 8071), " 
. 令 Оа) = ОС) ФО ҒО 直到 满足 (9—87) 式 为 止 。 
本 党 小 结 ` 
1. ЖАУҒА ЕН ИР ВИНИТ В. PIE {ЙЕ ЕЕ £ 
元 国 数 求 极 值 的 方法 类 似 。 


т шы 9 9 ғә 
SV $ ¿WO $g s ЛА 


2. 哈密 顿 方法 求解 最 优 控制 的 原理 是 ,如果 L 为 最 优 控 


|, ЖИЕ тЄ[һ, 1,] KEH, U* 也 是 H(X, U, А, t) Ж 
值 国 数 。 

3. ЛЕЖИ H 的 意义 是 :将 多 变量 动态 系统 最 优化 
问题 简化 为 多 元 缚 数 航 值 问题 ， 从 而 可 求 出 最 优 控制 的 必要 条 件 。 


4. H(X, U, A, t) =L(X, U, ATRX, U, t) 


ПЕ] 6) 由 另 一 组 正则 方程 解 出 : 
ёх=ВёХ - СТВА +V 
ði = - ASX - BTA +W А 
式 中 B =fx-fyHuu Hux", C =fu Hyu tu, 
А= Нхх ~ НхуНуу Hux, V = -tuHu Hu, 
W = HxuHuu Hou, 
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若 工 及 上 不 显 含 上 , 则 对 最 优 控制 U*G) 说 ，fE lto, #/], 
ПОХ*, U*, A, t 是 不 依赖 于 + 的 党 数值。 若 G 自由 WH 
H(X*, 0%, А, 1) =0， 这 是 最 优 控制 问题 的 基本 结论 。 

5. 上 十 典 变 分 法 只 适用 下 对 控制 变量 U 没有 约束 的 情况 。 问 
题 的 复杂 性 在 于 求解 一 组 微分 方程 ， 属 于 两 点 边 值 问题 ， 要 用 计算 
机 反复 求解 。 


附录 关于 系统 可 控 性 和 可 观测 性 问题 


如 果 所 研究 的 系统 是 不 可 控 的 ， 则 最 优 控 制 问题 的 解 是 不 存在 
的 ， 最 优 控制 问题 是 求 一 个 最 优 的 控制 向 量 ，【〈 该 身 量 当然 必须 是 
可 能 存在 的 ) ， 使 系统 从 任意 初始 状态 Хон) 转移 到 状态 空间 中 
指定 的 某 点 ， 并 使 某 个 性 能 指标 为 极 小 。 

在 多 变量 最 优 控制 系统 中 可 控 性 和 可 观测 竹 是 最 优 控制 问题 明 
的 存在 性 问题 中 景 重要 的 两 个 问题 ， 因 为 虽然 大 多 数 物 理 系统 是 可 
控 的 和 可 观测 的 ， 但 是 与 系统 相应 的 数学 模型 却 很 可 能 不 具有 可 控 
和 可 观测 的 性 质 ， 因 此 必须 明确 可 控 性 和 可 观测 性 的 定义 。 

如 果 在 一 个 有 限 的 时 间 间 隔 内 ， 可 以 用 一 个 无 约束 的 控制 向 量 
使 系统 由 初始 状态 Хал) 转移 到 另 一 个 状态 ， 则 称 该 系统 为 在 时 
间 to 是 可 控 的 ， 如 果 在 一 个 有 限 的 时 间 问 中 内 ， 可 以 通过 输出 观 
测 到 系统 的 状态 X(to)， 则 称 该 系统 为 在 时 间 to 是 可 观测 的 。 

关于 线性 系统 的 可 控 性 及 可 观测 性 的 条 件 可 查阅 任何 一 本 现代 
控制 理论 的 参 注 忆 ， 我 们 只 叙述 线性 最 优 控制 理论 中 的 一 个 重要 定 
理 c59， 实 质 上 它 就 是 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 解 的 基本 结论 。 

定理 

车 线性 系统 “文人 (ft) = АХО) + BUG) 

Y(t)= C X(t) 
X (t) = X, 
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是 可 控 的 和 可 观测 的 ， 则 使 下 述 狂 能 指标 
J a [ХОХ Р) AU RUG dt 


为 极 小 的 景 优 控制 规律 为 全 状态 负 反 馈 ， 即 
ОС -КХ() 
K 为 反馈 增益 阵 。 | 
而 且 上 述 最 优 闲 环 系 统 是 渐 近 稳定 的 ， 有 60” 相 位 余 量 ， 有 
无 穷 大 增益 余 量 。 
根据 这 一 定理 ， 可 以 利用 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 定理 (第 二 方法 》 
来 设计 线性 最 优 控 制 系统 的 参数 ， 凤 先 用 李 亚 普 诺 夫 函数 表示 系统 
的 稳定 条 件 ， 理 以 这 些 条 件 为 约束 求 最 优 参数 ， 详 见 [31]. 
习 题 
1. 求 使 下 述 泛 函 为 极 小 的 直线 方程 x(t) 
гоо Ағаны )a: 


设 两 端 状态 均 为 自由 。 

2. ЖА x(0)=1 到 直线 1/=2 之 间 的 弧 长 为 极 值 的 曲线 方 
程 x(t)， 用 二 阶 变 分 检验 充分 条 件 。 | 

з. 求 下 述 最 优 控 制 问题 的 横 截 条 件 ; 


t; 
min 7 = | F(X, X, а 
to 


Xite) = Xs X 为 二 维 变量 


і; а, Хат) 应 满足 ||Х‹г)]|®=1 的 条 件 。 
4. 设 问 题 为 ， 
- 468 = 


2 
тіп /- | ца: 
1 0 
dg 


已 知 000) =1, 6 (0) =1 
0(2) =0, 6 (2) =0 
ЖЕН БАЖ М В Ы. 


5, тіп г=1|, udt 
Жі Хз, Х1(99-0 
Хәл Ха» х(0)=0 
Халы, х3(0) = 0 
| x2(1)+ x,2(1)=1, 
求 最 优 控制 的 必 蓝 条件。 

6. 设 有 一 РС Аста, Өл а АНА vi(t〉 是 宽 
EA T 的 方 脉 种， 现在 希望 在 0 所 1 所 7 了 区 间 内 输出 (电容 〉 出 
На WERA RRK, B 

max 7=| 74! ў 
应 满足 的 约束 条 体 为 ， 在 0<1<<7 区 间 内 电阻 上 消耗 的 能 量 为 党 
% K, Bp 
f рва K 
ІС) 为 流 过 电阻 А 的 电流 。 
ПЖ #20, 2000) =0 


t=T, оТ). W Эй. 
求 最 优 的 СО 及 v(t)， 并 求 J АВИА, 
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第 十 章 极 大 值 原理 及 其 应 用 


$ 10-1 极 大 值 原理 


上 一 章 ， 我 们 叙述 了 上 古典 寞 分 法 一 一 哈密 顿 方法 求解 最 优 控制 
问题 ， 讨 论 了 横 截 条 件 。 所 有 的 结论 都 是 在 等 式 约束 (例如 系统 的 
状态 方程 )》 下 得 到 的 。 对 于 不 等 式 约束 的 问题 〈 例 如 对 控制 变量 有 
约束 ， 有 时 称 为 有 约束 的 最 优 控制 问题 》， 也 是 先 将 不 等 式 约 东 化 
成 等 式 ， 再 用 同样 方法 求解 。 但 是 在 多 变量 情况 下 ， 这 种 处 理 不 等 
式 约束 的 方法 ， 使 问题 的 求解 过 程 十 分 复杂 。 

实际 的 物理 系统 ， 控 制 变量 取 值 总 是 有 一 定 的 约束 范围 的 ， 有 
时 状态 变量 也 可 能 受到 一 定 限制 ， 这 些 都 构成 了 不 等 式 约束 。 于 是 
最 优 控制 问题 的 数学 模型 应 当 用 下 述 各 式 表示 : 


f 
min тЕХады 1+] L[XG), UG), tldt (10 一 1) 
to 


XE) = LXE), UG), t] . (10—2) 
Хө )=КХ,» Š (10--3) 
UH)E Ru, Ко 为 加 维 欧 氏 空 间 的 子 集 (10—4) 
МІХ), Ң1-0 (10—5) 


其 中 《〈10 一 4》 式 是 对 控制 变量 取 值 范围 的 约束 。 最 简单 情 Dë 
TPS fE: aKu SA. 
苏联 庇 特 里 亚 金 等 人 对 这 一 问题 从 数学 二 做 了 严格 的 推导 论证 ， 得 
到 更 一 般 的 求解 最 优 控 制 问 题 的 理论 ， 称 为 极 大 值 原 理 。 
。4T0 。 


үк 


极 人 值 原 埋 的 证 明 有 证 多 不 同 的 方法 。 术 节 先 直接 引用 这 一 原 
理 葛 主要 结论 。$10 一 7 中 给 出 用 谋 特 里 亚 爹 丽 数 证 阴极 大 全 И 理 
的 一 种 简单 方法 。 

极 大 值 原理 说 骨 ， 使 指标 谤 函 J 为 极 小 的 控制 必定 使 标量 函 
Ж —— И H 为 航 大 值 ， 极 大 伍 原 理 给 出 了 最 优 控制 的 必 
要 条 件 ， 而 不 是 充分 条 件 ， 也 即 最 优 挖 制 都 满足 极 大 们 原理 ， 但 并 
非 满 足 该 原理 的 新 有 控制 都 是 最 优 的 。 但 是 可 以 证 明 ， 对 于 线性 系 
统 ， 极 大 值 原 理 既 龙 泛 国 J 取 极 小 信和 的 必要 条 件 , 也 是 充分 条 件 。 
《证 明 见 $10—7) 。 


设 状态 方程 Х-/(Х,У, Ы, X€ E' 


ty 
HRZ A 7«| L(X,U ,t1)dt 


to 
或 qJ TORUN 
а! 


ЖЖЖ Жіп Ж, ИШ ох, жа, --, х,, 2393484584 函 的 
一 般 形 式 ， 引 入 第 п+1 个 状态 变 基 ха СО, JE 


ғ 
х..10#) = ЕАХ,О,Ған 
fn 
dx. (D _ dJ _ | 
її dt =L(X,U,t) 
则 状态 方程 应 为 
Жу ` САУР) 
E К. UO) 
е : =F(X,U,t) 
| #, . fX, а 
{ i 
EAT ЫЗА ЫТ» 
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ағалы іа J 为 
t; 
J= LLX U tdt= Xn (xp) 
to 
J= Жер (10-6) 
ж 5;-0, i=l, 2, =", п, ат 10 
(10-6) APRA E k ЈИ РАЖ. 
现在 按照 《10 一 6) 式 构造 输 密 顿 图 数 ， 原 来 的 积分 项 已 消失 ， 
о САЗ ФЕН Ж 7); 
HiX, U, À, Ж, y=A (F(X, U, t) 
或 JI=2) fit À fate d Apal 
式 中 2(1) A n+1 维 伴随 向 量 。 
庆 特 里 亚 金 曾 证 明 最 优 控制 的 必要 条 件 为 
Ағу) := —1 
此 外 还 有 两 个 主要 结论 是 ， 
1. 控制 向 量 UO 为 最 优 的 必 杰 条件 是 ， 在 [1。，#i] 区 间 ， 
max = 常数 。 
2. ЩН B Hi, ШІ ;; ЖЕЖ, Е 上 = tn 有 时刻 
Нъах = 0 
第 二 个 结论 常 可 用 来 检验 所 求 出 的 最 优 控 制 是 否 满足 必要 条 件 。 
吉 果 将 上 述 关 于 极 大 值 原 埋 的 叙述 政 为 ， 使 指 标 泛 困 J 为 极 
小 的 控制 必定 使 标量 国 数 TT 为 极 小 值 ， 则 极 大 值 原理 变 成 了 极 小 
值 原理 。 事 实 上 ， 只 要 在 哈密 顿 函 数 中 取 АС) 的 符号 为 负 使 
Н= АР 极 大 和 使 Н= -АТЕ 极 小 并 没有 什么 本 质 上 的 不 同 ,以 
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下 我 们 统称 为 极 大 值 原理 ; 
庞 特 里 平 金 极 大 值 原理 的 男 - “种 表述 是 : 
如 时 最 优 控制 问题 的 数学 模型 由 《10 一 1) ~ (10 一 5》 式 表示 ， 
ШШ АТ ра 5 2 
НХ, А, U, 1)= LX, U, а) +АТ СХ, U,t) (110—7) 
ТЕМА р ДЕТ ЕЕ Ut) 说 
H(X*,A*, US t) SHUX АЖ, U, t) (10—8) 


或 H(X, О уН СХА, 的 最 大 下 界 。 
U* 是 所 有 容许 控制 由 使 /І 取 最 大 下 界 揭 最 优 控制 。 
Х* 和 2* 分 别 表示 坡 优 状态 向 量 【〈 轨 线 ) 和 最 优 伴 随 向 量 。 
下 述 正 则 方程 组 也 是 最 优 和 控制 的 必要 茶 件 : 


377 
PRSI 
Ы (10-9) 
X = 55 = feX,U,t) 
ЖЖ 010—9) 式 的 边界 条 件 为 
NX G) = X. (10—10) 
ТАСУ (10—11) 
ЖЖ (АЖ, (9—79) (9—80) 55) , 
Я 
98 2N 
an| Ë+ (55) "| 
Е (10—12) 
Шаа! _ 
ағ 3t TA 
t=t; 


RK IE BEBAS h ТЕ БЕЗЕ ЕТА ДУНЕ bw, R 
们 用 十 典 变 分 法 求解 最 优 控制 ， 得 出 控制 变量 不 受 约束 时 ， 最 优 控 
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制 的 必要 条 件 为 sf =о, ЖАНЕ 00-8) КРТ 
件 ， 从 而 放宽 了 应 用 范围 。 


TI 
l 
| 
1 
1 
| 
i 
Ly 0 u 
ЁГ (u) 为 非 线性 前 数 А (и) 为 线性 函数 
iz] 10—1 РК 10-2 


例如 ， 图 10 一 1 表示 在 给 定 的 时 刻 ， 函 数 TI 和 2 的 关系 ， 
其 中 u>u, MERL EREI HU, 20 =0， 就 会 选 
择 局 部 极 小 值 u=w,， 但 是 ， 根 据 极 大 值 原理 ， 却 应 该 将 и {ЕЗ 
界 上 ， 也 即 令 #= uo。 如 果 所 人 CO) 为 线性 函数 ， 如 图 10 一 2 ， 或 者 
在 容许 控制 范围 内 ，HG4) 是 单调 上 下 《或 单调 下 降 》 的 ， 则 由 极 
大 信 原 卉 ， 景 优 控制 仍 应 在 边界 上 ，w = wo， 但 是 用 二 典 变 分 法 Hl 
RRAK, MH = 0 不 再 适用 。 

如 果 在 容许 控制 范 册 内 ， 
H 有 极 值 并 且 是 唯一 的 ， 如 图 
10 一 3， 则 用 极 大 值 原 埋 和 用 十 
典 变 分 法 求解 所 得 结 果 是 一 Җ 
的 。 


[H] min J= cz+rodit 


а 0 Б u 
%=x-u 

7 c< ҮЗ A REEE 
Ul ЕУ 10 一 3 


.414» 


M: 1. НМН=х+и+А(х-и)=х(1+^)+и(1— A) 
2. Пд н ЯН, ШИИ ИИ, Ж H ЖТ 
于 求 泛 国 J BE, ХЕ u(1 一 4) 为 极 小 即 可 。4 的 上 界 为 
1, 下 界 为 T 因此 : 
当 А21 PF, 应 取 a(t) =1, 
当 A<1 Br, 应 取 не) <% 


3 Ж AlE) 
А 
ӘН 1,72 
А- кисте (А 
1 
边界 条 件 і;-1, Абр) = 0. 
0-0, ЕЛІНЕН М 47% 
А-ег“-і 1 
А=1 BF, і-і-іп2ж0.307, 
А>1‚ ШІ 4<20.307, u" =1, oli 
0.307 1 { 
А<1, ШШ 1220.307, мё = 1. х 
见 图 10--4, 
4. ЖЫ 0 
t 
Е ис), RERAN: 
` А 解 状态 方程 例 1 (8 
&= х-и, 即 得 ж (ft)。 图 10—4 


(а) 0<4<0.307 М, u=1 
%-х--і Фо x=1+Ae, ЖЕЛЕ ФЕ х(0) =5， 故 得 ， 
хес еде +1 
(5) 0.307<#<1 В, u=} 
HERI *(0.307):=6.437， 这 是 第 二 段 的 初始 条 件 。 解 


一 ] ; 
x= g ° 得 


1 
х? =4.369е' + УТ 


4415» 


5. Ж J*(u) 
ро | (x+1)d/ КЕЗІ 
=| ce+audt “| ә 04-3601 +1041 
= 8,684 
一 般 说 ， 极 大 值 原理 给 出 的 是 J 最 小 的 必要 条 件 ， 以 后 将 证 
HH (ЖЕЖ $7) 对 于 线性 系统 ， 极 天 值 原 理 给 出 的 是 必要 充分 条 
件 。 因 此 本 例 中 ，/ =8.684 就 是 给 定 条 件 下 的 J ВАМА. 
[ 例 2] min пед = rt) dl 
三 一 人 十 4 
x(0)=10 
分 两 种 情况 求 最 优 控制 ， 
а) ”对 4 没有 约束 
b) |нС0|0.3 
Ж а) 原 问 题 为 自由 终端 状态 ， А(1) -0. 


П = ём) +2 -х+ц) 
СОСЕ меб) = - A(t) 


: ӘН 
由 正则 方程 А = - x = -х+А 
= -х+и=-х-А 


边界 条 件 x{0) =10, А(1)=0 
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МИЯ xy#(f)=0.1erat +9.9 6 2: 


А0) = -0.1(V 2 +1)evšt +9.9 7 —1)e Vs: 


1.3 


和 例 2 РЕЛЙ 
图 10--5 


b) 出航 大 值 原理 ，w*(#) 与 4(t) 符号 有 关 ， 取 二 (= 
一 0.3sgn A(t), 
sgn A(t) Жк АСР) ЙЕ, E 
ісі, А0, Ж ww*(1)=0 
ЖЕ [0, 1] KE, 40020, 
取 u(t) = – 0.3, 
10 一 5 表示 求解 结果 。 


[PE] вап 为 sign PRE, 
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$ 10-2 有 时间 最 优 控制 问题 


在 叙述 了 极 大 值 原理 以 后 ， 我 们 变 应 用 极 大 信和 原理 来 求 解 几 个 
典型 的 最 优 控 制 问题 。! 条 间 最 优 控 制 问题 或 最 小 时 间 间 题 是 比较 重 
要 的 一 个 问题 ， 即 希望 在 如 短 | 汗 间 内 ， 使 系统 从 任意 初始 状态 转移 
到 状态 空间 原点 ， 在 容许 控制 范围 内 求 最 优 控 制 。 若 系统 是 线性 
的 ， 则 时 间 最 优 控制 问题 的 数学 模型 为 ; 

min Í =£; (10—13) 
x = AX + BU 

хо) = X us {= 0, 

ХО) =б t; 自由 。 

[и;| <1, j=l, 2, ч", тш 

如 果 将 J = 1, ТРЕ 3048 ЖАПО E ЖН 91, ШІ, L=l, 
则 ШЕСІ К =ł; 

H=1+AT(AX + BU)=1+ATAX +0 ВТА 

=1+АТАХ + Eu ba (10—14) 
式 中 АТВИ =UrBza 


根据 极 大 值 原理 ， 要 使 7 Wh, MEE H 为 极 小 ， 由 
(10—14) 式 可 见 ， 为 使 H 极 小 ， 应 满足 下 述 条 件 : 


u= = sgn 5, b; A, (10—15) 
= 
或 U*= -sgn ВТА (10--16) 


+1, а>) 


sgneg =. 0, а-0 (10—17) 
-1, а<0 
正则 方程 组 为 
X=AX+ BU 
2_ A7 
А =— a% = ATA (10—18) 


AG =e AGO =e AO) 
, U*= -sgn ВТА = -sgn [Bre-4 А С0)] (10—19) 
наг, Пар ДЫН ДЭР ЭС а) (Bong-Bang 控制 )， 
ЕКЕН А ARAK, МИФ 5 A 相反 ， 图 10 一 6 表示 伴随 变 
量 、 控 制 变 量 与 状 变态 量 问 关系 的 框图 ， 为 了 实现 时 间 最 优 控 制 ， 
需要 一 个 理想 继 电 哈 作为 控制 器 。 


A (to) AGO) I 
ваи) 一 了 


РЕЛЬ ЕЕ 
з 10 一 6 时 间 最 优 控 制 奏 图 


Eá 400)， 即 可 由 《10 一 19) ARI U*(t), 但 是 实际 上 
40) 是 不 容易 人 确定 的 ， 因 为 它 还 和 系统 的 状态 变量 有 关 。 用 试探 
方法 ， 先 设 一 个 240)， 求 出 АСР), АЖЕ Хар ERIR, 
WAR, MARKER 4(t》 即 为 两 点 边 值 问题 的 解 。 

[9011 | 

пип J=t; 
Zi = Ха, 140) = 1, х(03-1. 
4419. 


=н, (Р) = 0, xlt) = 0 
|н] 1 
求 最 优 控制 。 
解 ， 对 家 是 二 阶 线性 系统 ， 出 两 个 积分 环节 组 成 ， 如 图 10 一 7。 状 
态 方程 写成 向 量 形式 
X=AX+BU 


0 i 0 
А = В= 

00 1 
П =1+А;х + Ayni 


H қи 的 关系 可 用 图 10-8 表示 ， 当 А, 一 定时 这 是 一 条 
Bh, H 为 极 小 的 条 件 是 u* = —sznÀA,, 


图 10-7 АТА 


图 10-8 ЯҒ (и) 为 线性 图 10-9 二 阶 线性 系统 
时 间 最 优 控 制 
正则 方程 组 为 
- ӘН 
А, = == дх\ 0 
2н 
7 л. 
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ді X; 
й = иё = —sgnA; 
图 10—898 жж ООММ чб), 24 А >0 Б, u= 一 1， 
当 4,<0 В, u= +1, 
21 及 Аз [ЫЙ Жата 
As(1)= c> ct 
це = —spgn(c,— ct) (10—20) 
сі 和 c; 不 是 任意 的 ， Ў сі, с; 值 应 使 Х(#у) = 0. 
图 10—9 中 г, ЭРЭ ВЫЫ, t- ATRI tes 


с 
必须 找 出 状态 在 хах, 相 平 面 上 的 转移 轨迹 ， 如 图 10—10. Ж 
ЖЫ, s = x, з= и. 
设 u=1, || халі ta, 


2 
хуш у +a,t +a, 


1 . б, A a 
=- x+ Къ, Къ=а - 2 (10—21) 
ТЕР 
5 
9 — жа 
>: 
р 
(а) u=] (фу н---1 


ІН 10--10 “ЗИГКИЯ 
‚481, 


ХЕ ЫҚ. ШП 10-—10(а) , 4 К,-о қ, 抛物 线 为 
PPO3， 如 果 初 始 状态 在 PO 段 上 任 一 点 ， 则 从 初始 状态 出 发 ， 
її РО 9.25, 一步 可 转移 到 状态 空间 原点 。 


р? 
x=- 20451-55 
2 
1 
= 一 ы аш K, (10—22) 


(10—22) 式 状 态 转移 轨迹 也 是 一 族 抛 物 线 ， 如 图 10--10(6) 所 
Ж, К-0 М, 抛物线 为 NDOT， 设 初始 状态 在 NO BE, 
则 从 初始 状态 出 发 ， 沿 NO 轨 线 ，-… 步 可 转移 到 状态 空间 原 点 。 

现在 题 设 初 始 状态 X (0 = [1,1]7， 它 落 在 (10—22) АЖ 

示 的 抛物 线 族 中 的 一 条 ， 即 АОВ (如 图 10—11) ， 这 时 在 4= 
-1 的 控制 作用 下 ， 由 Х‹(00=[1, 1]7# AQB 转移 到 В 点 ， 
В 点 位 于 (10 一 21) 式 所 表示 的 抛物 线 PO 上 ， 这 时 应 取 ú= 
+1, ШЕ В 后 为 开关 切换 点 。 由 В 点 到 状态 空间 原点 ， 洛 PO 


昔 线 一 步 凤 可 到 达 ， 因 此 这 个 问 
题 的 求解 结果 是 ， 先 以 x = -1 控 
WENA PO 曲线 上 的 B 点 ,每 
LA u= +1 控制 ,开关 切换 一 次 ， 
‘注意 这 是 二 阶 系统 ) 。 从 初始 
状态 到 状态 空间 原点 的 最 优 轨 线 


为 AQ BO, ПАННЕН, ЖЫА В 
点 的 时 间 为 f=1+ 1/3, арк 
О 点 的 时 间 为 ц-1%243, 
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5810-11 二 阶 线 性 系统 月 问 
最 优 控 制约 祖 轴 这 


yk е а]. ГЕ? 


п AME REL, ЖАНЕ ЖН ЕН Е. ИҢЕ РА ОВ 
Fo 可 看 作 是 具有 两 个 积分 环节 的 系统 。 


[ 注 ] EBMT: 
АОВ  , и= —– } 


Жазс--4-Ббэ 
{2 
=a -十 bat 十 如 


给 定 ї=0, хү=®= Í, 


ІЗбі--б,--1 
到 达 B 点 iSt, 


alts: =— ts 二 1 


2 
x*1(fs1 二 一 +1 
ВО j, и= 1 


59—05 


2 
Хү== ы -rata 


a= lj адаа 7. 

ДЇ Жәшей-- f, Agl ts) =s l} 
в ір 22 ір 

жүт; Ёр i- xli = -it 

1 + 2” 1645) М 1+ А 

E BORME Фр isel FH 2£/==2/--1 


fs? Тү”. 14° j 9 ір 
лн а Ааа, ID 20660,1 
sts > +%+1. ИП 一 (tp 十 1 1 3 
ТЕТІ 
1 $ 
2-2%- > 一 0 
2 


F: n= 5 aai] 
ай: 4; 1+4] 2 М SFR 1 Б 4 


ЙЫ! 
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10—12 为 最 优 控制 的 框图 ， 控 制 器 应 当 具 有 理想 继电器 特 
性 ， 计 算术 根据 状态 x GARE AMED 的 变化 进行 计算 作出 决 
策 ， 使 控制 器 的 输出 w= +1 或 -1， 当 #=s 一 1 有 时， 电动 机 提供 
К, ЕАО, КЕМ x， 转 移 到 8 点 (如 图 10 一 
13) ， 计 算 机 根据 这 一 状态 变化 ， 做 出 新 的 决策 ， 使 控制 器 输出 为 
u= +1， 于 是 电动 机 提供 正 的 最 大 力矩 ， 使 负载 加 速 到 状态 空间 原 


| | 


一 控制 器 


ЕН 10—13 Чу Р HJ 


对 于 二 阶 系统 的 快速 控制 ， 开 关切 换 次 数 最 多 为 工 次 ， 如 果 初 
始 状态 位 于 PO 曲线 上 ， 则 开关 不 必 切 换 《 切 换 次 数 为 零 )， 即 可 
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转移 到 原点 。 同 理 ， 对 于 ” 阶 系统 的 快速 控制 ， 开 关切 换 次 数 最 多 
为 -1 К. ЖОТО, Д ЕВЕР Јо 


М 10—14 Т Е АА ЖЕ ННВ ЕТ 


图 10—14 л ЖВНЕ RER МОР 曲线 为 切 
换 曲 线 。 当 初始 状态 Хо) 位 于 МОР 曲线 的 下 方 〈 阴 影 线 区 )， 
u= +1， 直 到 系统 状态 到 达 昌 线 NO, 4 切换 为 ~1。 反 之， 如 
果 初 始 状态 XO 位 于 曲线 МОР 的 上 方 ， 则 u= -1， 直 到 系 
HREAN ГО, и 切换 为 +1l。 

МОР 曲线 用 数学 公式 表示 为 


1 
Хі = =з (10—23) 
控制 规律 为 
t= -зрпіхі (£) + СР) [СӘ] (10—24) 
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图 10—15 表示 二 阶 系统 的 最 优 时 间 控 制 框图 。 


图 10--5 ”二 人 阶 线性 系统 最 优 时 间 控 制 框图 


[ 例 2] mina J=t; 
# = X> 
Na = Хз 
Xs = H 
X(0)=[%xi(0), x,(0), хь(0)]7 
ХОН =10, 0, 017 
MEDIES! 
这 是 一 个 三 阶 系 统 。 如 果 取 L=1, ЛИНЕЖИЖЕ Fe 
Жый, ШШ 
H =ү+Аүх»+ Аха + Азн 
и* = – 5рпАз 
如 果 将 这 个 问题 看 作 是 终端 型 指标 的 特殊 情况 ， 即 取 L = 0, 
0[x(t/), t] = t; 
H =À x,+ Аұхұ% Аан 
и* = —sgn А 
显 见 这 两 种 假设 ， 其 结果 起 相符 的 。 
当 状 态 方程 和 被 积 函 数 L (x, U, Р) 不 显 含 上 时 ,最 优 控制 的 
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Н(Х%, 6%, À, t) = 常数 
ШП £= t 了 村， 应 满足 下 式 
如 果 令 /.=1, 6-0, N =0. 
MJ t=; Бр ЫХ, US, А, 1)=0 
或 l+ AX + Ax" t Asu = 
如 果 令 @={,, L =0, N = 0 
则 =t; Ir H = -1, 或 НОК, 0%, À, 1)= -1 
B Aixa” + À.x 8 БАН – 1] 
所 得 基 林 公式 与 第 -种 情况 相同 
对 于 三 阶 系统 的 状 速 控制 ， 也 应 是 开关 控制 ， 切 换 次 数 最 多 为 
3-1=2 W. 


$ 10-3 ”最 小 燃料 准 耗 问题 


最 小 燃料 消耗 和 最 小 时 间 控 制 邦 是 航天 技术 中 经 党 过 到 的 问 
К ЛАЕК ЕНН АДУ К ВИПИВ 
料 消耗 速度 与 控制 变量 大 小 战 正比 。 例 如 火 第 的 燃料 消耗 速 论 是 与 
推力 大 小 成 正比 的 。 
假设 现在 的 问题 症 求 茶 个 控制 系统 的 坎 料 最 省 ， 控 制 系统 的 能 
量 是 由 发 动机 提供 的 ,因此 控制 系统 消耗 燃料 最 小 ,可 以 使 豚 天 设备 
所 带 燃 料 减 少 ， 是 有 重要 意义 的 ， 我 们 仍 设 系统 是 线性 的 ， 由 西 个 
积分 环节 组 成 ， 则 燃料 最 省 问题 的 数学 模型 为 ， 
тіп J -f | luct) dt 
xí = X? 
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Жал 
]u(2)|=<1 
边界 条 件 х0) =1, х.()-1 
xil) =0, Ху) = 0. 
і; 给 定 。 
Ж. H = |ыс) |- Ах + Ази(1) 
为 了 使 H Boh, BEIE lult Auc 为 极 小 。 因 此 最 优 控 
制 规律 与 2,00 的 大 小 及 符 怒 有关， 
Aalt) <-i, Hs 
-—1<5,›(1)<1, РІ = 0, 
1<2,(40, а) = ~ 1. 
图 10—16 ШТ А:=2, + K 一 2 .3 种 情况 下 的 1а 
Азиб) 5 иб) 的 关系 ， 这 三 种 情况 的 最 优 控制 变量 分 别 为 一 1， 
0, 1, | 


lul + 2u 


b 一 2 riulh донг) 随 ul) ы 


ӘН , 
由 „= x , 得 
， oH 
i axi к 
871 
A, = 7 ах, = — 2. 
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求解 华 随 方程 得 
AG) = e, 
А(#) = -cit + c. 


Ca ТЕ 
іс» А 3-0 


с Ж c, 由 边界 条 件 给 定 。 | | 

图 10—17 шың А01 5) 2 | 
及 相应 的 最 优 控 制 ža). Қ | | 
OSEE: BF, 2,221, uG) = -1 
tolti, 时 |2;:<1, а) = 0 
<Р BF A;< -1, u*(t)=1 

最 小 燃料 消耗 控制 也 是 -一 种 开 


关 型 控制 ， 但 是 和 最 优 时 间 控 制 不 4 0-п 燃 最 小 消耗 
同 的 是 ， 控 制 器 应 当 是 -个 具有 死 问题 的 解 


区 的 理想 继电器 。 继 电器 在 1. 及 
te 时 肇 进行 切换 ， 使 控制 变量 由 “= -1 切换 到 0 ， 保 持 一 段 时 
间 , 再 由 0 切换 到 а= +1。 切 换 时 间 ts, 和 和 4s 可 由 状态 方程 isxa, 
з=н 解 出 。 

妆 u= +1 HF, халі +a, 


r 


Жі; 2 tü ъа 


и=0 hf, %a = fy, 
х= yi 
在 相 平 面 上 这 是 一 条 水 平 线 。 
u= -1 В, X; = -Ё+ 4 
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Хү -- ` каға 


2 


(ЕНІН а Е 2) — ЖМ „ 
图 10—18 及 10—19 ЫҢ Т ЖЫН КААК E 2% 


| h пе = 0 
| 
4 10-18 Хе-(1, D” ІІ 10-19 = (хло, 0) 
ig ULIK {БАЛАЎ RERA 


图 中 a о яи, (E £= t, 时 应 满足 下 述 条 件 : 


р. = Ё, +а, 


Ea 
bota Zati 


2 Жазға) 


fE t=, ӘМ F Q ҒҒ: 


b= —t, + 4» 
А Ж 
bat, = 一 2 +d,t, + d, 


解 上 述 方程 组 可 得 ta K +,。 

HË] 10—18 及 10—19 可 见 ， 为 了 在 有 限时 间 内 ， 控 制 系 统 
燃料 消耗 为 最 小 ， 应 光 以 最 大 控制 使 状态 迅速 从 X, 转移 到 a Ж, 
然后 使 控制 为 零 〈 即 不 消耗 燃料 ) ， 以 恒 速 水 平移 动 到 达 5 点 ， 最 
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后 再 以 反 向 的 最 大 控制 ， 使 系统 迅速 减速 ， 系 统 状 态 由 6 点 转移 到 
原点 ， 吕 规定 的 终端 状 坊 | 


Б 控 调 对 象 


ІҢ 10—20 А ЕАН ЕНЕ Р 

РА 10—20 Жане ННН ЈА БІНЕ Е, З. ж 

断 计 算 系 统 的 状态 轨迹 ， 作 出 决策 ， 才 是 继电器 工作 状态 相应 地 有 
所 改变 ， 使 作用 寺 系 统 的 榨 刷 变量 为 +1、0 或 -1。 


$ 10-4 最 小 能 量 控制 


最 小 能 量 控制 可 题 要 求 控 制 系 统 的 能 量 消 邦 为 最 小 ， 这 与 上 一 
节 最 小 燃料 消耗 问题 是 类 似 的 ， 也 只 有 在 有 限时 间 内 才 有 意义 ， 设 
系统 是 线性 的 ， 控 制 功 率 与 控制 变 攻 的 平方 成 比例 ， 则 问题 的 数学 
模型 为 


Без Сы 
тіп J | > u, (todt 
= b sa 


1 
或 тіп J = | Па 
“ Lo 
ў АХР) + ВОС) 
-X (£) = Ар, із- 0, tj ЖЕ 
. 491 *. 


Walt) Ely R=1,2,= m, 


解 ， Н = NT RR BEC) 
есі 
= 5 цак) + XTATA+UYBTA (10—25) 
Еті 


ATHE, ДАЖЕ 500, ЖАЯ 
S) = BTA), (Р) := [81000,50 е5, СР] (10—26) 


Alt) = етл :A(0) 
W| 507) = ВТе-47А(0), (10—26) 式 代 人 哈密 顿 函数 


Н = 5и) + ХТАТА +075 
k=1 


= > Га аға ІЗІ AXTA" 
Есі 


EEE H Ж ZJ, ШАР аууы» Оо СІЗ 为 极 小 ， 这 是 
АС 的 二 次 国 数 ， 令 


А s [uz (£) +u,(t)s,(t)]=0 


得 ПТ (ЧЧ) 二 一 Ts GD 


即 最 优 控制 与 开关 函数 5,010 成 正比 。 因 为 ud) 是 有 约束 
的 ; 因此 上 述 线性 关系 只 在 ss 范围 内 成 立 。 当 |5„(2)]2>2 
В, 40Р) = —5ип[5ь,(1)] 

图 10 一 21 表示 Н 与 4 ЖЖ, ӘМ H $ Js 8 E 
u= =s, СО 时 出 现 ， 图 10--22 表示 最 优 控制 与 开关 函数 的 曲线 
“ 492° 


Ji 


-1 ЕЛ 0 +1 k 
2 
РІ 10-21 ДИНГЕ HI ЕЧ 10—22 {еШ Ж 
ШЕ ШЕЛ 函数 关系 


关系 ， 这 是 最 优 控制 规律 。 用 限 桶 放大 器 做 为 控制 器 可 以 实现 这 一 
控制 规律 : 


1 
tt) = – 95800), 15, 3212 (10—27) 
u Cf) = —sen[s (2 )], |з„(1)[:>2 (10—28) 


k =1, 2, =, m 
ІҢ 10-23 表示 系统 的 控制 框图 。 


|80 U*(t) ха) 
в У ТЫРА 
| 


FJ 10—23 ”最 小 能 景 党 制 框 图 
[ 例 ] 设 系 统 由 两 个 积分 环节 组 成 


69 


200) 


йз = ult) 
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À, (t) 
则 开关 国 数 502) = ВТА = [о Т) ШЕ 


该 控制 系统 能 最 为 最 小 的 条 件 由 《10 一 27)(10 一 28) 式 可 得 ; 
040052 B|, н (з= -A(t) 
|4,002>2 BF, (= —sgn[A; G] 
Ра 10—24 表示 控制 框图 ， 计 算 机 不 断 计 算 系 统 状态 及 伴随 变 
量 ， 以 决定 限 幅 放大 器 应 工作 在 那 一 段 ， 从 而 保证 系统 消耗 控制 能 
Ж ЖЖ Л. 


ИЗЕН PEHR 


isi 10--24 СОНОР ОЕ 
最 后 ， 我 们 比较 -下 去 个 最 优 控制 问题 应 有 的 控制 器 的 结构 形 
趟 ， 系 统 由 两 个 惯性 环节 组 成 。 
控制 要 求 | 指标 泛 ZË 控制 器 型 式 最 优 控制 规律 


理想 继电器 цё = -sgn А; 


最 小 时 间 控制 far | 


有 限时 间 内 | rt， Z 的 | = —sgn2; |А) Ізі 
et ода 45-0 ат 
有 限时 间 内 | БШК | 大 = л, |А4<2 
пмен! |, А |и%- -sgnA,|4,>2 
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Š 10-5 线性 调节 器 问题 


如 打 系 统 起 线性 的 ， 市 指标 江 阔 是 状态 变量 (或 /和 ) 控制 变 
量 的 二 次 型 钞 数 ， 则 这 样 的 最 优 控制 问题 称 为 线性 二 次 控制 问题 ， 
简称 线性 一 次 型 。 这 种 最 优 控 制 问题 的 和 解 最 简单 ， 而 卫 应 用 十 分 广 
z EMRE HEE T RRR RAR o 

Hk PEN Ін лс — Bh Л RETKA, ER КӘ 
由 于 尾 何 原因 人 往 离 了 平衡 状态 ， 则 在 调节 器 作用 下 ， 暴 终 仍 能 同 到 
平衡 状态 。 我 们 锅 望 在 调节 过 程 中 ， 健 离 政 衡 状 态 的 误差 平方 积分 
为 最 小 。 

下 而 我 们 先 分 析 讨 论 二 次 型 指 栋 泛 峭 ， 然 后 研究 最 忧 线性 调节 
器 问题 的 解 。 

一 、 二 次 型 指标 泛 卫 。 

设 X 表示 误差 癌 时 ， 要 求 误 莽 平方 积分 为 最 小 时 ， 可 写成 


min / = | ХО xa (10—29) 
а 


хн О AmA, l EE Ly; H£ £ ERA, 


则 上 式 可 写成 如 下 形式 
min J = LES Hax + — + gr) dt 
9 
--Г > 2 it 
ч 215 = ab : 


ч: 越 入 ， 则 由 上 式 可 知 ， 对 相应 的 误差 分 最 x, ЖоК RS 高。 


. 495 • 


MIRRE ERRIZ ЁЛЕ 6, W sh EA x; 较 小 。 所 以 q; 
是 权衡 各 个 误 关 分 量 重要 性 的 一 个 因素 。 越 是 重要 的 误差 分 量 ， 我 
们 希望 它 越 夏 ， 和 相应 地 ，9g， 就 要 取 得 越 大。 

Q 可 以 是 定常 的 ， 也 可 以 是 时 变 的 。Q 的 各 元 素 值 随 设 计 者 
的 工程 经 验 和 主观 愿望 可 以 是 任意 的 。 例 如 飞机 着 陆 问 题 中 ， 读 飞 
机 在 te 时 的 离 地 高 度 为 如， 要 求 在 终端 时 刻 ty П, 离 地 高 度 
АО) =0， 我 们 希望 


і 
Г саа вазак - са 为 最 小 。 
0 


q: 


h. 


tf t : t 
图 10-25 riis {үл 


tr t 
ІҢ 10—26 ЖИА ХХ МОВ 
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Қа h(t) WERA, Ka) 为 实际 的 轨 线 。 

图 10-25 及 10 一 26 表示 选择 两 种 不 周 的 时 变 权 国 数 g) 
和 它们 所 产 汪 的 结果 。 

图 10—25 H, MARRAZ go MAE + 连续 变化 并 
逐渐 增 大 ， 在 控制 的 早期 就 对 误差 加 权 ， 可 以 使 早期 误差 适 当 减 
小 。 

图 10—26 (h, ЖЫЛЫ oG) 为 一 矩形 脉冲 ， 只 在 接 
近 着 陆 时 劾 加权， 这 样 可 能 会 使 早期 误差 增 大 。 因 此 两 种 不 同 的 权 
Ж, ЖЕДЕЛ ЇНЇ» 

ӨЙНЕ (10-29 до, ЯДЕ Е, w AH 258 Es | 86 Н ПГ 
销 耗 ， 因 此 某 些 情况 下 有 可 能 出 现 这 样 的 结果 :系统 的 误差 指标 为 
援 小 ， 而 控制 能 基 太 大 以 致 无 兴 实 现 。 下 而 的 例子 很 清楚 地 说 明了 
这 一 点 。 

[1] 设 线 性 调节 器 问题 为 


тіл | x di 
0 


Жа = Хо 
даш - Хасен 


图 10— 27 ЖАНЕ. 


B 10—27 {К-ү [alami MD SF ЖЕН 
AHR н 没有 任何 约束 ， 指 标 中 对 控制 能 量 也 没有 提出 任 
ШЕ 
RAE р) F МАТА: 
11 = x,- À) Ix; + А,(—х,+ы) 
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Ұс 4 天 0， 则 JT 为 极 小 的 条 件 如 下 : 
Аз->0 ІМ, u= — co 
As<0 BF, и> ео 
为 了 保持 x, DARE, u 应 为 6 Б СОЗА) 。 
出 现 这 一 结果 的 原 轩 是 ， 对 控制 能 基 或 控制 变量 没有 任何 限 
制 。 为 了 使 问题 便于 求解 ， 就 要 对 控制 变量 加 以 约束 ， 例 如 
Fe j| <1, ШІ А)>0 М, ч=-1) 2:<0 М, u= +1。 
= —szn2;o 
Т АН ТАТ ju À. v 项 ， 即 不 仅 要 求 误 差 为 极 小 ， 而 及 
要 求 控制 能 量 为 极 小 ， 这 就 限制 了 守 不 可 能 为 oo . 
于 是 ， (12--29) 式 应 改 为 如 下 形式 : 


ц 


min J= с Е ATO +UI TRUYat (10—30) 
Jo 


AH R EAGER, Q ÆR ARER, 
上 例 中 指标 泛 函 应 改 为 ; 


тіп Те (хув кн) 


ПІ) H = ху trutt Ах + Ау(К — X> + t) 
ôl -0 二 42 
ди 7 ары 27 


可 见 ， 对 控制 能 量 提 出 要 求 ， 就 限制 了 и 不 可 能 为 ©. 
控制 权 惩 降 可 以 是 对 戎 阵 ， 这 种 情况 下 


со A 1 ә» 
z| U: RU dt = =| (ERT Ti + ған Prat min dt 
21% 211% 


1 r= = 
= 21 2 r iu dt 
2 4 2-1 


• 498» 


г, 越 天 ， 则 表示 相应 的 控制 变量 u 必须 支付 的 控制 能 量 越 小 。 

(10—530) ХИ. WÈ О 的 范 数 战 大 ,而 R 的 范 数 越 小 ， 
ШИН ЖІ ОНЫМ, ПЕНЕН. БЕДЕЛІ 
ЖО Ж, яны ОЕ ЧЕТИ 

RERET ЛЕШ. Яп, УАН ЛЕТШ БУНЫ. 
阶段 误差 可 能 较 大 ， 因 此 这 阶段 可 以 将 Q bathi, RH 
元 素 选 得 大 些 ， 以 节约 控制 能 妃 。 到 控制 过 程 的 后 期 阶段 ， 对 误差 
要 求 较 高 ， 这 时 应 使 О 增 大 而 R 减 小 ， 用 较 大 的 控制 能 量 使 误 
益 较 小 。 以 下 为 了 说 明 问 题 的 本 质 ， 我 们 只 讨论 定常 权 和 矩阵 。 

如 果 控 制 区 问 为 [fu，:7]， 并 要 考虑 终端 指标 ， 则 线性 二 次 型 
问题 的 数学 模型 应 为 


U aa l ri 
тіп T= FX (SX ка ‚ (PQ X +U! ан (10-31) 
ARP 


X=AX+ BU 
X (EFD) = A ga 
S Ж) пхп БЕНГАЛ mA ІР, Q 为 nxn 阵 ， 
半 正 定 或 正定 实 阵 ，R 为 mxm 阵 ， 正 定 实 阵 。 
(10—31) 式 中 终端 指标 BIX GDE =iNTODSX Gp 
Л Як Ж ЙЛ: 


ЖЕТІ 
2 20(1,) абу 
дар- у= 5Х00. 


二 、 最 优 线性 调节 器 
(10—31) 式 所 列 出 的 数学 槛 型 就 是 求 线性 调节 器 的 最 优 控制 
问题 。 对 控制 变量 没有 任何 约 来 。 
哈密 顿 函数 为 
° 499» 


#СХ,А,Ш,!) = (XQX+UTRU) -АТАХ+АТВО 


(10—32) 

最 优 控 制 应 满足 下 述 方程 ， 

ән з 

әгі” RU k Bi A= 0 

U* = – RBT} 
因为 已 假设 К 为 正定 ， 所 以 P ЖҰ, 

À A= F SÑ E HI Db PEH W 

: 2 Ж айы 

А = -2H = -QX -ATA (10—34) 

X=AX+BU=AX- RBRB A (10—35) 
边界 条 件 为 

X) = Ki 

дар-5Хур (10—36) 


ЖЕ (10-34), (10—35) 式 一 阶 线性 微分 方程 组 可 得 X (t) 
及 4(1)， 这 是 混合 边 值 问题 。 选 择 AG) 时 应 使 AG oWO- 
-36) 式 。 设 Ха) 与 AG) 问 有 线性 关系 ， 令 
Att)= PONC) (10—37) 
РР) H nxn РКІ EBE, {ФАШ 
代 和 人 (10 一 33) 式 可 得 
DR) = -ROBI PIXA = ~ K(t)X (O) (10—38) 
Ке = RIB TP) (10—39) 
КОР) ЖЫЛА Б ЗЕРЕ. 〈10 一 38) 式 说 明 ， 对 于 线性 二 次 型 
问题 ， 最 优 控制 是 根据 全 部 状态 宰 量 站 的 最 佳 线 性 负 反 馈 é。 这 是 线 
kE KESEN “个 重要 结论 。 几 10—28 表示 最 优 控制 的 框图 。 
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图 10—28 Е А Be ЈЕ ES 
Ж (10—37) АИ A EE, НЕ ， 这 是 一 种 消 元 法 ， 


і--(ОкАТРОО|Х 
Х-ГА-ЯРЗВТРООІХ 
ІН (10—37) 起 A4(1)= (1)X (1) 

得 А = РОХ PN, 
РСОХЕ-РООГА-ВРЗВТР(Ы|Х- - [9 + АТР()|Х, 
-РОУ-РООА ATP) ~ PO ВРА ВТР(Р) +Q (10—40) 

边界 条 件 РОО = 5, 

(10—40) ЕК БРЕ Riccati ОТЖ, 187 
ЖХ ЕРЕ, AA РО) ҚА (10—38) = HII nf Ж 
出 UU*(t)。 由 于 PO) АТЕВ. МЕ (10—40) 式 实 际 上 是 
нее» 个 非 线性 微分 方程 。 


[ 注 ] Екссан Ji FE BS Шз д 5 Z 2 


= = (z)y2-Fq(z)y-Fr(z), Жыр pla) 
x0, (х) 20), ¿K МАЕ TERI JEE, 
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由 上 上 可见， 设计 最 优 调节 器 问题 归结 为 求解 矩阵 Riccati У 
Ж, ША) (ij) = 'S， 妆 没有 规定 终端 控制 指标 时 ，S =0， 
则 Piety) =0。 这 是 一 点 边 值 问题 ,对 (10 一 40) 式 逆 时 间 积 分 就 可 
求 出 Ра». 

我 们 注意 到 ， 邯 使 系统 为 定常 的 ， 并 且 ОЖ К 均 为 定常 阵 ， 
Ра» 也 是 时 变 的 。 
求解 〈10 一 40) 式 ， 可 以 用 数字 积分 方法 或 矩阵 达 代 方法 。 例 
如 ， 令 : 

ару. ғаздо-Р() 
ШЕ. An At 


WW Рн Л) = 0) + а -At 
ХЫ АМЕ, F Riccati ЖУУЕ, A 
推选 代 求 解 。 图 10—29 表示 РС) 各 元 素 变 化 曲线 СРР) = 0， 


n=2) 。 


ри? К 
рь!) і! 
ps: (t) l 
tf 
g ° =| þe t 
At 


司 10—29 AR REE Riecati 方 程 
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三 、 稳 态 线性 调节 器 问题 


(10—31) АР, 如 果 tó = 0, f = ©, 则 得 


йй = =f (ХТОХ +UTRU)dt 
J 


由 图 10—29 可 见 ，p(t) 在 相当 长 一 段 时 间 内 保持 为 常数 ， 
НЕЕ г> 时 ， 评 近似 认为 


P(t)= P(0) = P 


这 是 定常 阵 。 则 (10 一 40) 式 变 为 


PA+ATP- PBRAIBIP+OQ=0 (10—41) 
(10—41) ЖЕЖ Riccati 非 绕 性 代数 方程 。 求 解 该 式 得 书 ， 

于 是 最 优 控制 为 
Ut)=— RIBIPN()= ~ KX() (10—42) 


式 中 КОЗДИ БАТИШ, 
ІІ ЖЕ ЕМЕН r ААВ УЖ 2: 


1. 


2. 
3. 
4 


选择 Q RR, - 般 根据 工程 经 验 选 取 。 

由 Л. Д.О, Р RRR Riccati БРЕ, ЯР. 

求 反馈 增益 阵 K = RBP 

最 优 控制 的 措施 为 符合 下 式 的 全 状态 线性 负 反馈 
О) = -ККаа) 


图 10—30 HEN RAE 
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ЕСІ min дер ада 0.1ы2) ғ 
0 


2⁄4 = =X, +H 
діс Xi 


求 最 优 控制 。 系 统 框图 如 图 10—30 所 示 。 


解 ， 题 中 给 定 
о O 
| Ех 
0 1 


-1 0 1 
А = А В = 
1 0 . 0 
H EBE Riceati 代数 方程 - 
РА +А?Р- РВР-БТр+0 = 0 


Ра Р 
е 
Ре Рә 
-Ри+ ры 0 = Pu + bis Pia + рэг 
得 +f ! 
Z pizt рә 0 0 0 


Ри? РАР» 0 0 
一 10 + =.0 
РаРа ры 0 1 
得 到 三 个 方程 
5p? + Ра = Рі» =0 
10р? = 
(1+ 10р.) biz — Pəs = 0 
解 得 pa =0.1706, р,- 0.3162, р. = 0.8556 


е? Ра Риз 
К =R B"P=]10[1 2! š ' |= rotas рул} 


Pie Poa 
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K =[1.706, 3.162] 
О) = - KX(1)= —1.706x, —3.162x, 
图 10—31 表示 РСОВ 
各 元 素 的 稳 态 解 ,是 对 Кіссан 
ЖЕБЕНІҢ tay ПП 19, ГО!) 
=0 10—32 为 最 优 控制 柜 
图 。 
四 、 最 优 线性 调节 器 的 几 
个 重要 性 质 。 
1. 稳 态 线性 疝 节 器 


І%-тілп/ = ХАРХ (0) 


[iF] 已 知 U*= - K X 
= -р-іВІрх 9 10—31 РЕЙ 


ІҢ 18-32 ЕЈ 
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Х-АХ%ВИ-(А-ВК)Х 
| -d (xrpx)= PX + XTP X, P = 0 
ё (XTPX)= ХКА - BK)TP+P(A- BK)]X 
_ X'[ATP - KTB'P +РА-РВК]Х 
将 K=RBTP ЖҚА, ЖН (10—41) 式 可 得 
XTPX)= X7T[- PBR2B7P - Q]X 
= — X7(K TR K +Q)X 


F d(XTPX)= -Г XT(KTRK +0) Ха? 
0 0 
又 已 知 һ--Г (ХТОХ +U*TRU®) Хаг 
9 
--| (ХТОХа ХТКТРКХУаШ 
0 


-了 ХТ(КТЕК +О)Ха 
0 
代入 上 式 得 
J - | d( Zx РХу=--Х РХ|_ 
1 1 
= X70 PXO) SP 45 


稳 态 调节 器 Ж со) -0, кіз 
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I* = ХТОУРХО) (10—41) 
#1, Же, MUH (10—41) АУ nin 
1 m 
J*= ХОРС, L) X (0) (10—42) 


Ра, tO 为 1=to 有 时 的 PO), РОР) ЖШ Ж Riccati 方程 
的 解 。 

2. 线性 调节 器 河 题 能 满足 最 优 的 充分 笨 件 。 

Б, В 7 为 极 小 的 充分 条 件 为 ， 

87-0, 8°/`>0, ВП 


H ән N 


ӘХа XU ' 
> 
H ËH | 
BX әй? 


让 三 TXTOX +UTRU)+AT(AX + ВИ) 


ЭН = QX + АТА 


ӘН _ т 
ЭН = RU + ВТА 
ӘН Н 


0 
因此 7 为 极 小 的 充分 条 件 除 了 -35 = 0 шнен} >o, 
已 知 P 为 正定 ，Q 至 少 为 半 正定 ， 因 此 上 述 充分 条件 得 到 清 
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E. IZA 7 Тана Ос) 上 取 极 小 值 。 
U*=-—BR 187P(t)X() 是 线性 调节 器 最 优 的 充分 必要 条 件 。 
з. 线性 调节 器 问题 中 最 优 闭环 系统 是 渐 近 稳定 的 。 
这 个 性 质 说 明 х= AX + BU =( A - BK)X ДЯ A- 
BK 是 稳定 的 ， 特 征 值 2 具有 负 实 部 ， 特 征 值 由 下 式 确 定 
ЈАЈ-(А-ВК)|=0 (10—43) 


КТЕК XE, Q ЖОЭРЫЕ ОЕ, ХҮІРХ 为 正定 ， 因 此 
кй (ЖУР xy 

根据 李 亚 普 诺 夫 稳定 理论 ， 如 能 
-找到 一 个 系统 能 量 调 数 V 为 正定 ， 
mA Р<0, ЖЛЕ 10—33 ях, М] 
系统 是 渐 近 稳定 的 。 矿 ЧЕ 
8%. 
‚ _ ЖЁН ih X PX 就 是 
有 具有 李 亚 普 诺 夫 性 质 的 能 量 函 数 ， 因 
此 按 最 优 控制 规律 《 即 爹 状态 线性 负 反 馈 》 工 作 的 线性 调节 器 闭环 
系统 是 渐 近 稳定 的 。 

此 外 ， 还 有 其 它 儿 个 性 质 ， 我 们 引述 如 下 ， 证 明 从 略 。 

4. ЗИНА НАЛ ЕН, £ 60° НІШ, 

5. Иа АНБЕК ШЕ ЕЖ KTFF E 
数 的 灵敏 度 。 


五 、 线 性 调节 问 问 题 举例 


Ч 10—33 ЗЕНИК 


1 с» 
[ 例 1] тїп / = 过 | (x +2Dbx ix, + ах? +u dt 
0 
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-了 | (ХТОХ +и?) Р 
2 Јо 


Q 为 正定 ， 则 о-5°>0 
又 [BE AB] =[ :|] 尼 奇 品 ， 满 秩 ， 因 此 访 系 统 是 可 控 的 。 

Ра Ри: | Xi 

最 优 控制 U*= -RIPX=-[0 | | | 


P12 рж X>] ` 


= = PpS Рз2Ха 


IH APPA- PBR BTUP +Q = 0 
F 0 0 0 Pu Piz? Ра Раз 1 b 
得 + - + = 0 
Pu Pus. 0 Pu Pup рф? b a 
pı: = 1 руз = +J 
ри papa + b= 0 bi = ма+2 - b 
2Pu patan Рас + а+2 


因为 Q EX, P 正定 ，… БЖ pa>0, po 应 >0， 
取 ра=ма+2, pahal, ричу/аз2-5 
| и“ (у= хаР) Za+2x, (t) 
最 优 控制 框图 如 图 10—-34„ 
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图 10—34 线性 说 竹器 问题 例 工 的 最 优 控 制 杠 图 
| 1 [= 
[ 例 2] mind = 21 (ах? + ғи) і 
0 


q>0 r>0 
£= ах +u 


х(0) = xo 
最 优 控 制 u") = -二 Pet 人 
р 是 标量 Riccati 代数 方程 的 解 。 
2ap-+p %4-0 
р-ағ жұ/ат аға 


и) = -[а+ја+ 9 |), (4) 
r 


代入 状态 方程 z=ox +u= -fat 500) 


解 得 最 优 轨 线 x*(1) = xe VTI t 
* 510 。 


二 


жә-2Г + СЕ ч | 
21% ғ | 
1 РЕЧНИК z БЕРЛЕГЕ 
( Ps = 3 ; 
-让 q+ (a+ Jett) | хуѓе ОТИ tdi 
1 2 наре 
= ха [ar + ar? + аг] 


与 用 公式 (10—411) 计算 所 得 站 果 相 同 。 


рар = 0 


图 10—35 1219 {ЖЕШКЕ 图 10—36 求解 рО) НЕ 


图 10—35 表示 最 优 控制 框图 。 
”如 果 гу оо, ШЕТУ Riccati 微分 方程 ， 


i 2 
F dp = 0 -2ар- 4707 


РО?) 


Ё 2 
或 -af P. ~2ap-— jd 
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1 
a(t) = — РО) 


dx 1 
-4 ax + u -| -op |е 


xï) = x e4 


t 1 
а-о и 
б ғ 


图 10 一 36 表示 求解 pO WER, 图 10—37 表示 01) pO UO Җ 


最 优 曲 线 。 _ f 
am t 


图 10—817 x*(7) № Ж) 


1 1 rio 
@ 3] апа/=—[10х°%(#)] | Ох? +u dt 
2 2 

в 
Y „ +1 
=——x +u 
Ге 


1 . 
итле ту 1 5 =10, О=2, R=1 


t 有 限 ，.… p 为 时 变 的 


42 =p*+ p=2 
рф) = S = 10 
.512» ; 


解 方程 - — = dt 
Ср+ 5)? - у 


рас = 2 +1.5ctgh( -1.5 +c) 
积分 常数 ch р(10)=10 ІР Ж, с-15.14 


ик) = ~ R-1BTD() X(t) = Б —1.5ctgh( —1.5# 


ваю 
将 ЧУРКА х= - рх +u РНБ хе). 


、 线 性 调节 器 问题 的 基本 结论 

1. 稳 太 线性 调节 器 最 优 控 制 的 措施 为 满足 下 式 的 全 状态 线性 
АКШ Ц5--Р-ВТРХОО--КХОО, 0<t<<=, К 
W, ЖҰЖ. P 为 矩阵 Riccati 代数 方程 

АТР + РА - РВР-'®ВТР + 0-0 

,的 解 ， 为 对 称 、 正 定 、 定 常 阵 。 . 

2. 最 优 线性 调节 器 是 稳定 的 ， 指 标 泛 函 极 小 值 为 
ЈОХ) = PXPX 

з. P 确定 以 后 ， 最 优 控制 规律 就 确定 了 。 如 果 系 统 的 нж 
响应 不 能 令 人 满意 ， 可 修改 权 和 矩阵 Q. R, 

4. 线性 调节 器 理论 提出 了 一 种 便于 在 计算 机 上 设计 控制 系统 
的 方法 ， 最 优 设计 归结 为 求解 Riccati 方程。 
00005. 如 果 ty Reo, M| PO) ЕНЕ Riccati 微分 方程 
-Р(Ю-РОБА-АТРОО-РОБВРЗВТРЙО +Q 
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AERD ПЧ, ЕЕ ЕРЕ. 
反馈 增益 阵 КО = RO1BTP0(t) 出 是 时 变 的 。 


$ 10-6 线性 伺服 系统 


上 一 节 所 得 线性 调节 器 问题 的 基本 结论 可 以 推广 到 线性 伺服 系 
统 问 题 。 线 性 伺服 系统 问题 要 求 系 统 输 出 了 (f ) 跟踪 某 个 给 定 的 
输出 Y. 

> AYWH=Y HO -Y(t)， 则 数学 模型 为 


min J = дута) слуар- 


і 
ЛАУА O UTOROV a (10—44) 
0 


Хо) = А) Хв BUG +W G) (10—45) 
式 中 W (ty 为 确定 性 输入 噪声 向 量 。 
X(t) = Хь 
У(ї) = С(Р)Х G) (10—46) 


哈密 顿 函 数 натр AYTMAY + 


+ UT RUG) + ATOOLACGIXG) + ВОО) 


ФИР] | (10—47) 
ӘН 
由 极 大 值 原理 677 =0 
Иж (у= – Воі) BIA) (10—48) 


- = Естан Сар Ха) YA] HATA) 
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A(t1) Ст SIC( NX — У] (10—49) 


E АС) = P(N) -BH) (10—50) 
代入 正则 方程 得 ， 
Р--РООАО-АТаОРООЕ-РООВООКТХЯЫОВТОУР(О 
-стаудаусау | 
Рр = C(t 5С) (10—51) 


B= — [AGO - ВОВУ) ВТС) РСР) B+ РСС) ~ 
—CT(t>Q(t)Y,(t) 
ғар = СТ )SV,(t/) (10—52) 


由 上 可 见 ， 线 性 伺服 系统 最 优 控 制 问题 包括 两 部 分 ， 线性 调节 - 
器 部 分 及 前 置 滤 波 恬 部 分 。 
基 优 控制 规律 是 线性 的 : 
Ож) =- RG ВТ) [РО) ХОР - 80) 
上 式 在 计算 时 是 很 困难 的 ， 因 为 式 中 包括 B(1)。 为 了 求 得 


BG) 必须 对 (10—52) ЖАЗ) 到 to 这 向 求解 ， 因 此 和 需要 知道 
[tos tz] 区 间 一 切 时 刻 的 Y ,(t) K W (t). 


і 
[A] ming = | [Oó -yOt+8]dt 
24% 


Ят Ха 

дан 

x (0) = Xios X2(0) = X20 
Riccati 方程 为 ， 

pu = pr —1, рибу) = 0, 


* 616 * 


p12= ~ Put раро» pelts) = 0, 
рәл — 2Pu t ри раб) = 0. 
t>o, Pa =ba=m V 2, Разі 
于 是 u= — R-1Br[P X - B] = - xi — V 2 x, + ñ, 


В = [8,, BaF 
Ж (10—52) 式 可 得 8， 本 例 中 
В.= В, - v, BG = 0 
B,= - В. +42 В, В.) =0 
如 果 у,-а 《常数 ) ， 则 当 1/- 时 得 (这 时 8 =0) 
В. = 0.7078, 
В, = у, =a 


ШЖ у-=1-е7° ОНО, ШЧ tj 一 w 时 得 
Bt)}=1+ 


这 个 最 优 解 可 用 图 10 一 38 所 示 结 构 框 图 来 实现 。 前 置 滤波 器 
是 比例 微分 型 


1.3-#—(1 —е')+1-е7'*=1+0.3е-*=8,(1) 


图 10—38 线性 僻 服 系统 
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车 И) =0,，Y,(t) =0， 则 伺服 系统 问题 变 成 输出 调节 器 问 
题 。 前 一 节 讨 论 的 是 状态 调节 器 丫 题 。 两 者 略 有 不 同 。 
$ 10-7 极 大 值 原理 的 证 明 
本 节 为 了 用 一 种 简单 方法 证 明 极 大 值 原理 ， 将 给 出 极 大 值 原理 
的 一 般 表 述 形式 。 
设 状态 变量 为 n Ж, ЕЙ n+1 个 状态 变量 x,,1(t)， 可 将 
三 种 最 优 控制 问题 ， 即 积分 型 指标 终端 型 指标 及 时 间 最 优 控制 问 


题 用 统一 的 形式 表述 ， 
1. 积分 型 指标 


і 
г-| A ізгі 
0 
ХЫ ХЕК" 
° { 
ША аа Со, £ Кы! LOX.U dt (10 一 53) 
о 


х,+100) - 0 
M| +a G= LXU, t) 


7 = fi жанак хад | (10—54) 
于 是 使 积分 型 指标 为 极 小 的 问题 变 成 求 СР) 为 极 小 的 问 
2. 时间 最 优 控制 (参见 810--2) 


| Пігі; 


Ф 


£ 
nat] а=? š (10—55) 
0 
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ga = 1; X, (0) = 0 
于 是 J = xna (10—56) 
ЖЕНИ ВО ЕТ хоо (29 为 极 小 的 问题 。 
3. 终端 型 指标 
Т=@[Х(ї)] 
令 х.(іЛ-ӨГХСІОІ-0Гх, С0,х,С4),-",Х,(321 
е Т а 
£ (Í) T Әх, с. дх; йз Т“ дх, ж, 


“20. 


ж) 
рі ӨХ) 


х,.100) = 60[.Х(0)]=0[х.(0),х.(0),--,х,.(0)] 

J = хл 1) I (10—57) 

终端 控制 问题 变 成 在 终 癌 时刻 求 x,:1 为 最 优 的 问题 。 

用 上 上 述 增 加 新 的 状态 变量 х. 的 上 方法， 使 系统 状态 变量 由 п 
ЕЕ ntl #E, 有 utl 个 初 值 。 因 此 各 种 最 优 控制 问题 可 以 看 
作 是 更 一 般 的 求 下 述 泛 范 极 后 河 题 的 特殊 情况 


т È bix = BTX) (10—58) 


P ЖЛ. В HIAR, БН ЛАЕК Е WJ 
极 值 有 关 。 使 庞 特 里 亚 金 函数 为 极 值 的 控制 策略 就 是 最 优 控制 。 可 
以 了 从 几 何 上 简单 地 解释 如 下 ， 选 择 控制 向 量 口 ,使 状态 向 量 Хар 
#-В 方向 移动 最 远 ， 则 老 特 里 亚 金 函数 P 为 极 小 。 

系统 状态 方程 为 x= f(X、{J .1)， 设 终端 自由 。 从 物理 上 分 
析 ， 如 果 使 系统 中 能 量 为 极 大 ， 则 可 能 使 状态 向 量 移动 景 远 ОШ 
-BHED ， 即 可 能 使 论 特 时 亚 金 函 数 Р ҖИЛ. БЕШП, WEE 
*Б{8* 


ЗАЕВА, ПЕТЕ ЕРЕ САЙЫС, W| (10—58) 式 为 极 小 。 
ра е REPE ARG 2 S урш БОШ EE AE 
ГОС ұзын > pe (10--59) 
£, = <; 
А; ЯГ ЖН 

ЖЖ CM {НИН ЛАТ: ЯТ ЙЕ (7 为 最 优 ， ЫП 42 
НАР ЕЖ P АЛ» ООО. ШІ (10-59) 式 定义 的 哈密 
MAR OLUA D ARAHI U BERK СО. 

[证 ] MREZE ENA 2 óN 和 óU 可 得 庇 竺 里 
Ме ҢЫ) ó P 
| Уг 


фос. È hð: +54 


对 上 式 积分 ， 得 


x, 


n і; 20% 
>, Ах, | i -| гавар) 
ізі tu Jof 1l 


tf 
“О ЖІЛІГІ | dl 


~rn = 
Ж ЗЕ 28 tik 2 
X. Ui.) = 
A; (L) = -h;ig ` (10—60) 
n í: т 
іі t #1 


(10—61) 
ПЕТ ш (10-59) туруш д, Мі A(X, О, i)y=0, (与 
10-7 А ОТУ, НІЛ ЖЇР A: (ру 6 而 个 起 0. 
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代 信 上 式 得 : 


Ё қ 
ôP = -| = РАК w 90) - Х,У 
È 


ы. 
-| DA.6x dt (10—62) 
to ізгі 
将 fax ,Ut6U,1) 对 A 展 成 泰勒 级 数 取 二 次 近似 : 
f. X+óX,U +ô, = СХ, +4, у+ 
n А ШК ЖЕГЕ 7 
SP © +04), 


Д УЕ 
j=l дх; К 


"т Ө? XON, O 5204 
оф аву Шы) 


1 
x= = Әх;Әх; Óx; Óx, (10—63) 


А ан ж Bf;: . 5 
X Я-%, =- азы ісі, 2, on (10—64) 
9 2” ЗЕ 


(10-63), (10—64) ЖА (10—62) Ж 
Í: n 

ӛр- -| BALU #6 5, Ю0-/,‹СХ,41,4)]41-ч 
0 =1 


(10—65) 
ЕЕЕ 4 +90,0)- ЕШ 


дӨх; 


á 


Ёр n воот г Р V 7 
+=| f > 5 >, CV + 08X 417 520,4) 


Қы лыр et сан a бх;бх,а 
рісі ;Z1 #=1 дх,д х 


(10—66) 
(10—65) Җи = pk 


і 
ёр = -| ной +0,ә л) -НСХ,0,3,018-4 (10—67) 
9 


КЁ КЕЙН P ЖЕ лм w ИЕ МЕ H WRR. W 
ШЕ, RREH: ЖОЙЫ 一 个 控制 向 量 U, E H Ri 
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ЖЖ, И Р 为 极 小 的 条 件 不 能 保证 。 
设 在 区 间 Co to A, H 为 极 大 的 条 件 没 有 能 满足 ， (t,， 
DEG f) ， 则 控制 向 如 U 取 任 意 小 的 变 分 óU, Ж. 


Н(Х,0-ы-902,2,43-1ІҚАХ,О,,,4)>а (10--68) 


Жана 为 正常 数 ， ТЄ Сї, f) в 

我 们 选择 一 个 控制 向 就 ， 使 之 具有 如 下 性 质 : E Ca th) 范 
BHA, U 5 0567, 而 在 共 余 区 间 ，U 不 变 。 则 (10 一 67) 式 
为 : 


t, Е 114 2 
аре - |, КӘРІЛІКТІ” 


а ӘН 
Š -f È бш, бие! - (10—69) 


因为 óU жах 都 很 小 ， (10—66) 式 中 右边 第 二 项 是 高 阶 
无 穷 小 ， 于 是 (10 一 86》 式 可 简化 为 ， 
ty a oo DATS 
f” š е Ч, ТАРАТУ; өл on 
(10—70) 
和 将 /; 对 U ДЕНЕШ ИЖИ. W Ki: 


ау; (X, U 25 


f: X,U +, Р) = f; CY UY L S ди, 


5-і 


(ë À. (10—70) 式 得 


fr n n š д ( ү ТЗ 
afi 2, 2, 2: та 2. Д Px ns Ôx Ous dt 

1 > > 
">. ІМ: | Т Е 


= = > дх; 
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将 (10—71) СА (10-66) 式 得 


і д; aF AEEA 
ар = = | 5 212 ón + ч. д Г. ôx әнші (10—72) 


Esai ĝu C £ Әх;дп, 


Hi (10—68) ЖОҒ. LARD r RE- ДАДА АЛЕ, mM Д4 
比 第 一 项 小 得 多 ， 故 得 
ӘӨР<20 
这 个 结果 说 明 ， 计 于 所 选 的 一 个 特殊 防身 向 量 О, 4 17 的 任 
Жоу óU, Р AERD ІНШІ, А Ы 为 极 大 的 条 和 什 不 能 满 
足 ， 则 АЛОР ШЕ, ШОН ТОКИ ЕВ, 
如 果 系 统 的 状态 方程 为 ， 
ХО АХС) + (ШШ) 
ШКЕ НЕМІСТІ БИ ДИ ЕЭ ЖЕН. 
[iF] ІҢ 10—59) Ж» =A [A X + g(0)] 
ӘП _ 
дх;дик Т 
(10—67) AP 4-0 


2 | 
ôP = -| THX, U- HU A HCX, U, At)] dt 


ҢІ, ШЕП 为 极 大 的 笨 件 上 成立， 下 式 积 分 号 下 非 正 ，6PP 非 
f. WE Р 为 极 小 的 条 件 ， 本 足 充 分 条 件 得 证 。 
[ 例 ] НІМЕН 6 РО Dz Een Әй, 
тіп J(u) = [а 


© 
£= -ах+би, а М b AERA 
х(#) = ху 


| м | + { ч ” 
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Ж. 令 x1= х, s| A IEE Er Xz 


É; 
s= x dt 
£ 


得 增 广 系统 的 微分 方 很 为 ， 
дж —ax + bu 
д. = N? 
Ha ЖЛЕ РА 
Р-һхһхетчы бу=\ 
TA) h] a ИЕ x, ЖИ. 
H = 4+ А, =Z Z (—uxi+bnu)+ À;x 2 
PIO tE EE, 使 /7 ИК, MW S$ 
и* = [Ук А, 
式 中 sgn 为 符号 ， 定 义 :gn a=1, а>0 
0, 6-0 
-1, a<0 
正则 方程 组 为 
у= - 0х. + bu 


Жә = Х| 


Ài =а@А\- 2х,2. 


Да 0 
LARIE ТЕ ЕГЕТТЕ! 
À Gi) = 0 А.) = =] 


要 求解 的 两 点 边 值 问题 是 
Ха = — ах +7, sg Ai 
À =a- Dx A = GÀ) + 2, 
ШАД, ЭН СТ AC Жол 及 4， 站 到 另 一 个 边界 条 件 
МӨр-0 ЖЕЛІ. 2, ЖАН» не 就 可 求 出 。 图 10—39 Ж 
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示 所 求 最 优 控制 系统 的 框图 。 


伴随 系统 
Іі 10—39 КИШ 


习 题 
1. ЙА, же X: 
йз = -алха-бӨхіін, Dm с*'< 45. 
|| <t. 
从 X = [Nu xa] REF) ХС) = [0,0]7， 求 最 优 控制 规 
律 使 t 为 到 小 ， 并 画册 控制 系统 及 伴随 系统 框图 。 
2. 二 阶 系统 дұш Xo 
= —ax +H 
ЖЕН ЙЫН МАН (хо, хо) ЕЖ X (20 = (0, 007, 
Ені ДЫ, Б 111, 
з. B Асы, x(t) sxo 求 最 优 控制 使 


1 ің 
йы zl (х9м) 1 为 极 小 。 
4, жд=а‹(#)ух()у+ (Чуну 
xita) = Ху» 


ІшШ<0. 
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ЖЕ МЕШ =x, -x0 为 极 小 ，x， 为 给 定 状 态 值 。 
5. 一 阶 系统 %= ku 
х(0) = х; 


求 最 优 控制 使 ”了 = аск, ое bedt 为 最 小 ,zx 为 给 定 要 
6. 证 明 下 述 最 优 控制 问题 是 要 在 〈iw，7) 内 保持 继电器 控制 
Ей = Capa 


г 
тіп f -|/ғІхаз- Х.с) аР 
г” 


х= А) ХЦ) + ОСО 

Xli) = Xo 

[uj (| SU mj 

X, ӘЖЕ ЕКІН. 
7. MARKERMEER -Rii (图 1—7) 中 理想 LC 45 
在 最 短 时 问 内 停 振 问题 。 
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第 十 -黄岗 散 系 统 的 最 优 控制 


$ 1-1 性 Ж 


ННІ YE, 们 分 析 过 论 了 连续 | 时 问 系 统 的 最 优 控 制 问题 。 从 本 
мәл“ 连续 系统 和 
离散 系统 有 不 问 的 数 党 模型， 六 省 外 赎 微 分 方程 来 描述 的 ， 而 后 者 
则 是 用 差分 方程 来 描述 。 研 究 岗 禾 系 统 的 蚂 优 控制 有 捧 种 方法 ， 一 
种 是 离散 变 分 法 和 离 收 豚 天 信忠 畦 ， 这 与 前 丙 章 介绍 的 内 容 和 结果 
相 炎 似 。 另 一 种 是 动态 先 划 方法 ， 我 们 将 在 下 - : 章 介 绍 。 动 态 规划 
方法 也 可 用 二 分析 讨论 注 绪 系统 的 最 优 控 制 司 题 ， 称 为 违 续 动 态 规 
ЖІ, БЫЛО АРА 80, 

离散 时 间 系 统 可 以 分 为 山 Ж. “类 是 系统 的 输 册 只 在 一 定 的 网 
BERRA IE (或 汽 师 得 ) ， 如 数字 泪 波 器 等 。 这 类 系统 本 来 就 属 
TARSAR, ALAH КЕЛЕ ДЕНОВ 6. 5 -类 
ARARA. ТЕШ ИД ДЫБЫ. [ПЖ ННІ ЧЕНЬ 
ЕСЕТ, ПКО. ІЛ СЕ Т» Bán 
АМ, БВ uds sr. ЕЛЕНЕ ЕЕ се ЕЕЕ 
їч» (НЕНІ K H te ЗЕ ТЕЛЕ ЖЕШ. БЕ ЕКИ НА 
RARA БЕ Et ik 38 ЛУЫ Г 

КЕНЕТ 
F: 

NCD = AX G+ BUO (11--1) 


5 Ха) Жы» M PRAF A ОАФ 
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ТАТТУ 
ХІ DT] e ХОТ) елката рсе) 
JRT 
7 AR, Е{Е Л Тг AOT WRA, U (z) = U AT) 
= 常数 ， 并 将 XRD 简写 为 XG), UAD 简写 为 CCR) 则 得 
“алғ 
XQD =e Xh + | eE bT IRU (hdr (11—92) 


ег 
或 X¿dh + 1) -GEX ИЕ (11-3) 


=. 


Жн Gazet 
Н =f. оса еса дат 

(11-39) ЖОМЕЯ, ОУ СТАА ЖЫШ ХОО М PS Л 
С, WA <11—-3) Жш ЖЖ CF-: Je МИК 2 Аа АСА 
+1), А А Ж» ХА: Ар IER НЕВЕ ЗУ РА, ЖЛ) 
|} ДА УЕ. БАЛТАЙ 011—3) 式 写 成 下 述 形 式 

X(h+1): АЛОО- БҰҒЫ) 
АЖ АРАДЫ ЕНУ. MARRAIRE Жк ШЕН ДЕН. ЖЖ 


АТБ: 
Xek ACRY Са) BRUA) (11--49 


图 11 一 1 表示 线性 离 区 系统 的 框图 。 
对 于 非 线 性 系统 可 用 下 述 状 态 方程 表示 : 
连续 系统 х= f [XO UG), 1] 


离散 系统 (R&R+1)= fo АСК), UCR), А] (11—5) 
HETEL, УЛО ЕКІНІҢ ЖЕКТЕ ДЕШН, {ЕЙ 


22... 法 中 也 常 有 占用。 下 一 节 我 们 先 拖 要 介绍 简单 的 


5112 差分 方程 
ЕЕ 11 一 2 ЖИНА хо 满足 下 述 微 分 方程 ; 
аяхс хе) 


ЫЙ” ЖО = s 


在 离散 时 刻 RP (Т 为 采样 周期 “全 ， 用 差 商 


八 x{R) (R) dx (t ы 
2500 = Б. к) map. о. 则 上 趟 变 为 
/ ч k 4 Ç 
Cy А0), л “сі с + cox (R) = 0 
或 b,A2x(h) +b, Ax (h) +b;x(R) = 0 (11—6) 
式 中 Дх(Ёёу=х(Ё+1)—х(Ё) (11-7) 


Ax(h) 称 为 x 的 -' 阶 差分 ， 见 图 11-36 


х(Ё) 的 一 阶 英 分 A2x(8) 23: 
Atx(k)= Д\х(Ё+ 1) – Ax(h) 
=х(Ё+2)-2х(Ё+1) + х(%®) (11--8) 


将 G11—7) 、 (il 一 5) ЖА (1—6) 式 ， 则 半分 方程 可 用 


图 11-2 Жн оя(2) ЖКНЫН, 


а»х(Ё+2)+аух(Ё+1)+аух(Ё) = 0 


系数 bo, bi. ba, 5 а», а, а, 关系 为 
b: = 03, у = а + 2а, бұ сауға) жа; 
Хх (в) = А ЛДА" !х(Ё)] 

Ж Ех(Ёу=х(Ё+1) 
Ax(k)=x(k+1}- x(k) 
-(Е-і)х(в) (11--10) 
Яя FE=1+ A 
于 是 二 阶 差分 可 写成 如 下 形式 ; 


{11—9) 


x(k F1) 


ack) хек) 
---) 
і 


1 
| 
j 
1 
І 
I 


i 
t 
І 
[] 
i 
k k+] п 


11-8 一 阶 蓄 分 


АМО -«ЕЗ-?Е Fl1)x(R&R)= (E — 1)2x (R) (11—11) 


E?x(R)= x(&+ 2) 
ігі ЖИ, ЮЕ) = x(R + n) 
"х (В) = (Е — 1)" (R) 
(91) х(Ё) = kŠ 
Ax(R)=(R+1)š- Аз = 3ht+ 3 + 1 


(11—12) 


(11—13) 
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АХУ = Ах(Е +1) – Д\х(Ё) 
=3(R+1)2+3(k+1)+1-(3R2+ 3R+1)=6R+ 6 

х (Е) = A2x(R+1)- N2x(R)=6(hk-1)+6-(8b+6)=6 

АХ) = A°x(&+1)- ¿N9x(&) = 6 - 6= 0 

п MEIER X 252 ВЕ РАТ: 

а,х(Е+п) + а„_—х(Ё+п-1) ++ аух(А) = мку (11--149 

当 (А) = 0 ЕЕЕ БЖ, Шар КЖ: 
Б.А" (В) +b, ZX" (R) + е + bex (Ву = 0 (11—15) 

IBI] А? (А) нх) + 5/\х(Ёу+2х(ЁБу) = 0 
将 (11 一 13) 式 代 人 得 
(Е-1)%х(В)+4(Е—1)%х(Ю +5(Е—1)х(Ё) + 2xÇ(R)= 0 


化 简 得 х(Ё+1)+х(Ё) =0 
可 兄 这 是 一 阶 齐 次 差分 方程 ， 差 分 方程 的 阶 次 不 由 莽 分 的 阶 次 
决定 。 


齐 次 线性 差分 方程 的 求解 方法 可 用 类 似 于 齐 次 微分 方程 中 特征 
方程 及 特征 根 的 求解 方法 。 | 
ЕЛ х(Ё+2)+Ьх(Ё+ 1) жох (к) = 0 (11--16) 
设 解 为 ез, HH x(h) = с 
e122 tt е0 + he = 0 
令 4=e*， 则 上 式 可 写成 特征 方程 如 下 : 
АЗ+Ь,А + bae 0 
求 上 式 解 ， 得 特征 根 Ase, Ase” 
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xik) = eA te A" = c e + ee" (11—17) 
如 果 转 征 方程 的 解 为 -对 重 根 2, ПЕТ E [ЫЛ Ж: 
x(Ë)= (сү+сәЁ)А,* (11—18) 


HT n КЕЛЕКЕ ОЕ 
| р„х(Ё+п) + ee + pe x(R) = 5, рух(Ё+ j)= 0 (11—19) 
了 一 ( 


Шор; ЖӨНІ k ПЖ, B. го 0, рье0, ШӨДЕУ/ЖЕ 2) 
Pat” + pra A? Teet pA = 0 
解 出 特征 根 ， 就 可 求解 差分 方程 (11 一 19》。 
[B] 1] х(й#+2)—3х(Ё+ 1)—4х(Ё)=0 
特征 方程 27-32-4-0 


特征 根 为 21-4, 4-1 
解 为 x(k) = c4” + с„( — 1)° 


[ 例 21 х(Ё+2) t4x(k+1)+4=0 
特征 方程 2> +4A+4=(}4 +2} =0 
有 一 对 重 根 5=-2, -2 

差分 方程 解 为 。” x(h)=c(- 2) + ов 2)* 

[ 例 3] х(Ё+2) rn2x (hk) = 0 
特征 方程 А?%+п®=) 


қ 
ша 


特征 根 为 Ар: = Enj = пе ‚јем 1. 
TA, холин) 2), A 的 线性 组 合 。 
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m... 
A t= (ne леу 
22.76 . 
Аз = (не *!)° 


gah Th .. s. 
еб 2 = cos 2 +J sin — 


2 


因此 可 以 求 得 差分 方程 的 解 为 
xk 


[ т : 
хе) = пс, соз 2 + cy sin —— 


2 
ЕКЕЖ РА АТД R RAR, Arl Z 变换 法 


1. 大 我 法 
设 有 差分 方程 为 


х(Ё+1)=ах(%) + bulh) (11—20) 
初始 值 为 x(0) = х, 
В= 0,  х(1) = ахь +ри(0) 


k=], х(2)=ах(1)- бч(1) 
= ахо + ubul) + bu(1) 
R=2, х(3) =ах(2) + bu(2) i 


т-аЗхо--а?би(0) + abu(1) + bu(2) 


4-4 
因此 ， XBR)=atxot 5 as" buln) (11—21) 
< 


《11 一 21》 式 中 аху 为 初始 状态 产生 的 和 解 ， 当 输入 m=0(k=0,1, 
не, А-0) 上 有时，x(08) =atxo， 故 这 一 项 也 可 称 为 零 输 入 解 。 这 是 解 


k—1 
的 直 由 分 其 。 当 初始 状态 ха-0 BF, x)= 2a 'bu(n) 是 输入 
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«СО 产生 的 解 ， 称 为 零 状态 解 。 这 是 解 的 强制 分 量 。 

上 述 选 代 法 也 适用 于 向 量 差 分 方程 的 求解 。 

2. Z 变换 法 

Z 变换 宰 量 定义 为 Z =е?* (11—22) 
式 中 S 为 拉 氏 变换 变量 ，? ”为 采样 周期 。 

设 有 离散 函数 x (R), 

H x(&) 的 拉 氏 变换 〈 称 为 离散 拉 氏 变换 ) 即 为 x(8) 的 Z 变 
换 。 记 作 


ХО) = г[х(#)]= E 0027 (11—23) 


ACZ) 的 Z 及 变换 记 作 

x(R)=z [XX(Z)]。z R z? 分 别 为 Z 变换 及 Z KER 
符号 。 

用 Z 变换 方法 可 将 差分 方程 变换 为 变量 Z 的 代数 方程 ， 这 
时 ， 初 始 条 件 自动 包 仿 在 只， 解 这 个 代数 方程 ， 得 到 ХОД), Е 
Z 3, HHI ARTERIE x(k), 

ВАв Z 变换 和 7 芭 变 换 可 查阅 Z ERK ЛЛ 
Ма) Z ERITA: 


冲 激 函数 滞后 一 个 采样 周期 | = 
пра 。” | 1 
Ж Аа Ел | 28 
а” | 2 I Е 
7-а 
С ті О - 1 == ЕЕ 
2-а 


° 533 = 


其 分 的 XX 变换 公式 可 如 下 推 得 : 
z[x(R&+1)]- ZX(Z)-=-Zx0) 
гіх(ік99|- Z2.X(Z)—- 02000) ~ Zx) 


#їх(Ё+т)]= Z"X(Z)— Z`x(0)-- Z””12001)—- 2 2 Zx(n-—- 1) 
| z[|Ax(A)]= z[xt(k+1)]-—2[<x(KRk)] 
-27(х(72-х(021- X(Z) 
-(2-19Л(27)-2х(0) 
2[ х0) | = [Ах +1)]- >LAx(R)] 
= (2-1) АИ) Z(Z -1)x(0)- Z/Axm=(0) 
ДАхХ( 0) = (1) - x: 0) 


x L 
z[A"x()]= (Z-1) X(Z)- Z E (Z -1)=% A'"x0) 
r. 0 | 


r=0 |, /М'х(0) =x) 
用 Z 变换 法 求解 差分 方程 举例 。 


[ 例 ] х(Ё+1)=пх(бу+ bulk) 
设 аА) =н. i, 1 ДАУ EE ЕКА 
х(0) = x, 


ШТ LREN Pe BIR Z А GTR) 


ZX(Z)- Ах(0) = ах) + Би 75 


Za 


Z X(Z).- ху + bu 
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ка 


Ж 4 反 变 换 得 : 


Тед" 
x (h) = ах + bu a . 


kt 
=а*ху+ > Dos "lu(n) 
n= 0 


5 (11—21) 式 一 致 ， 上 式 中 um) 为 常数 。 
[ 例 2] x(k&+2)+3x(b+1)+ 2x(R)= 0 
已 知 х(0)=0, х(1)=1 
对 差分 方程 取 2Z 变换 得 


2%Х(Х220-23х(03-2х(1) +32 X(Z)-3Zx(0)+2X(Z)=0 


或 Й*®Х‹7)-7+37Х(7)+2Х(7)=0 
7 7 7 
Х(23--23342125 24177232 


қ Z 反 变 换 得 差分 方程 解 为 ， 
x(R)=(-1)*- (- 2)“ 
ШААЛ ІҢ St EJE ШЕ ИК ЖА S, An 
x(k+1)=axik)+ bulk), х(0) = 0, 
其 状态 图 如 图 11-4, 图 中 771 表示 延迟 一 个 采样 周期 。 


图 11—4 rik Fl)=az(&)--ós(&) 的 状态 度 
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对 上 述 差 分 方程 两 边 取 Z 变换 得 
7Х(7)у=аХ(2)+Ь07(7) 


或 02-2, = X(Z) 


与 上 式 对 应 的 方 框图 如 图 11-5, 


14) b Х(7› 
ЕЛУ 


Р 11—5 z(&+1)=a#(&)--5#(8) Б. Z ERER 


因此 ， 由 方块 图 很 容易 得 到 相应 的 状态 图 ， 由 状态 图 也 可 男 出 
相应 的 方块 图 。 

下 面 我 们 以 离散 电路 为 例 ， 说 明 建 并 其 分 方程 及 求解 离散 电路 
的 方法 。 

[ 例 1] 和 周期 性 开关 电路 (图 11 一 6) 

在 图 11 一 6 所 示 的 周期 
性 开关 电路 中 , 开关 天 E Re 1 2 
nT <t=<(n+r)T 期 间 合 在 位 k 

置 1， 使 电容 C 通过 R. 由 + 

”电源 电压 U 充电 ， 如 图 11 一 
7а, f#E(n + r)T <t< (n +1)T 
期 间 ， 开 关 K 合 于 位 置 2， 
电容 对 Р, RE, ИН 11-70, 图 11-6 RC ARAKEA H, 


电路 方程 为 nT <!t=<(n+r)T, p CS +u = l 
ач, 
(n+r)T<1=<(n+1)T, ЮС, u= 0 


dt 
0<r<1, 
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(а) „Т «СҰЗЗУ (5) (п) (п ыт 
图 11 一 1 充电 及 放电 阶段 的 电路 模型 


4 t=kT, Щ k=t/T, 
RC 


又 令 аш T ° В- P: 
电路 方程 可 写成 
п Кп+г, «98 +u = U 


n+r<k<n+1, pin +u=0 


解 之 得 : 
n< Rh=<n + r t. (h) =U + Ае" " 


n+r<h<n+l1 и (А) = Ве 20—79 


求 积分 常数 А, В: 
Еспе” FF, u.(hR)=u,(n+r) 
R =n 时 ， u (R) = u(n) 
求 得 A=wn)-U 
而 u.(n+r)=U + Ае“ 
В=и(п+к) = 0 + Ae”, {А 
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п<Еп-”, ҮЗ ={1+[н„(п) — U] e #c&-n5 
n+rsh<n+1, u(hy= {0 + [а (п) ~U ]e- rye 848—170 
令 hkh=n+1， 可 得 电容 电压 的 差分 方程 
Unil)-e TH yn) sU(1—e%)e_ #47 
为 了 简写 ， 上 式 中 令 89=ar+PB(1-r), c=U(l1-e™*")e uno, 
则 得 Ueln+1)—e un)=e 
取 等 式 两 边 Z 变换 ， 设 uw.(0)=0 


cZ . 


ZUAZ) -e *U.(Z)= РЕ 


cZ 
(2-е (Z -1) 


О.) = 
ж Z 反 变 换 ， 得 


кү o 


с 


h (n) = 1 


“БАМ ШУ A EHA МЕЛЕР 


пай&п+г, £. (h) = U + | o+ = = 加 
1—e Кое 
п+т&ЁВп+1, u (R)=U + | GT 一 = 和 一 о) Bn 


utk) 
бт 1 Ге 
图 11 一 8 电容 电压 #(®) ІҢ 11-9 链 式 电路 中 第 яп 单元 


“538» 


图 11 一 8 表示 电容 电压 uk) Wi & КЕ. 
ІРІ 2] 链 式 电路 
用 数学 方法 分 析 链 式 电 路 〈 如 滤波 器 、 分 压 器 、 长 线 等 效 电 路 
ао 的 物理 过 程 时 ， 常 会 磁 到 差分 方程 。 图 11 一 9 表示 组 成 链 式 
电路 的 第 二 个 单元 电路 ， 它 是 T 型 两 端口 网 络 。 
设 链 式 电路 输入 为 正 续 电压 (频率 为 ww) ， 在 研究 稳 态 工作 情 
况 时 ， 用 复数 值 表示 第 n 个 单元 的 电压 和 电流 : 
„= (п), Г,= 10) DAME 
每 个 单元 的 阻抗 Z i= Z (ju), Z,= Za jw) 
由 电路 基本 定理 得 
© (7у,+7,)1(п)- 7,1(а+1)-О‹(п) = 0 
21(п)-—(7у+7)1(п+1)-©‹(п+1)=0 
这 是 两 元 一 阶 齐 次 差分 方程 ， 消 去 一 个 变量 ， 可 得 二 阶 齐 次 差 
分 方程 
Z+IG(n+2)-2(Z +Z) (п+1) + Z,IGn)= 0 


或 ї(п+2) –- 2(1+ ZO Tnt DD +100) =0 
БІНЕ Р 
U(n+2)—2(1 + 2+1) +00) =0 


现在 对 两 元 差分 方程 组 进行 Z 变换 
2[1(0+1)]= ZI(Z)— ZIO) 
z[U(n+1)]= ZU(Z)— ZUW) 
100) Ж UWO 为 边界 值 ， 即 取 n=0 时 的 Tea) 及 Ca) ,于 是 
得 到 两 元 代数 方程 组 ， 
(2.%2,21(23-7,7(1(22- К021-45239-0 
2.1Х52)3-(2,%7,211(Х22-1591-2(0(22-ҒМ (02150 


" 5394 


Z 代表 Z 变换 的 变量 ，Z,、Z， 代 表 阻 抗 ， 不 要 混淆 。 求 解 上 述 
方程 组 ， 并 令 


chx 及 sh x 为 双 曲 线 余弦 函数 及 双 曲 线 正 弦 函 数 。 
可 得 解 为 


7(2-«‹Ьх)1‹о)- Z 2$ 
Са —— 2 Шат ЕСЕН 
2%-22сіх +1 
_ Z(Z —chx)U(0)— 7һ°%%7,1(0)_ 
А Á st ass 4292 еа 
1 ! Е 

已 知 shxn= (e“"— e 273 
Zshx 


aishan) = 772 9с] 


ле 


1 
hxn=—(e°" +e 
chxn 2“ 


Z(Z -chx) 
2 (chxn) "елка Өкі. 


利用 上 式 可 得 2 БУВ, 


1(п) = I(0)chx<n— 5502. shxn 


shx 


= Г(фусіхп- UC(O)Y shxn 
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U(n)=U(0)Ychxz— 1(0)75һх5Ңхп 


=Ü (0)chxz#—- (0) ? ‘sh хп 


式 中 y = zar = ЕЕ. ЕЕ 
апе уч 
ң Га) 及 Um 与 边界 条 件 100) 及 0700) 有 关 ， 取 决 于 链 式 
电路 的 初 端 与 终端 状态 。 
现在 我 们 分 析 一 个 特殊 情况 ， 凤 链 式 电路 共 分 N 级 (п=0, 
L ==, N -1) 。 电 路 由 正弦 电压 供电 ， 共 有 效 住 为 UWM = 0, 
输出 端 短路 ， 即 UCN) =0， 因 此, 4 n= N 时 ， 


0=!/,сһх N — 00) shr N 


IO =Ү 28 UYethxN 


故 得 第 1 级 的 电 注 和 电压 为 
1(п) = О.У [с Vchxx— shx#] 


Е chx(N =n) 
= UY shx N 


Ucn) = U [chxn— сх N shxn] 
shx( JN =n) 
shxN ` 
男 一 种 特殊 情况 是 链 式 电路 Пу R Ya JF Pe, HHB n= N 时 ， 
I(N)=0. 于 是 可 得 ， 
1(0)= U, Y thx N 


= U, 
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Іп) = UoY (thw Nchxn — shxn) 


Е shx(N -n) 
=U y chx N | 


О (п) = lU (chxn—- thx Nshxn) 
сһх(М—п)_ 


=U, chx N 


Š 11-3 离散 的 欧 拉 方程 
设 连续 系统 的 指标 证 国 为 
r= exo, ао, 4144 (11--24): 


RESE: xX=f[X (t), UG), t] 
将 系统 离散 化 以 后 ，( 设 T 为 采样 周期 ，t:= ЛТ), 


N--1 
J= 之 L'[IX (kR), UCR), ЕТ (11--25) 


(a) ЕКІН 
Ë] 11—10 ЗЕР Ба 


X(h+1)=Íf[ Xt), ООЁ), АЗ 

图 11—10 жя (11—24) 和 (11 一 25》 式 两 种 指标 泛泛 的 差 

别 。 令 L= L'T, X,= ХОВ), X, = Х(Ё+1), WE (11—25) 
Жажа 


М- 
Ju > АХ Өө, 8 (11—26) 
ар 


. 状态 方程 为 太一 人 (11—27) 
将 (11 一 27) ЖҚАС1-26%, #925 О,, ШЕР, Н] 写成 


N-i H—1 
J = > LX a X kals k) = ® L, (11—28) 
=0 =0 


Ж (11 一 28》 式 中 分 别 对 X, 及 Ха 取 变 分 
并 令 ó6X,=óX(F), дХ„‹,{=8Х(Ё+1), W| J 的 变 分 óJ 为 


N- 了 了 дак 
= T 2 ~ — 
67= Z |х, + OX уу . (11—29) 
жж J 的 最 小 值 ， 则 д/=0„ 
=! T r. = rL 
> аш AX ea 5 8х1 2х, 
25 айг” 
22; TOLR-L т &—1 э 


|Е-г0 


Ж (11—30) ARA (11—29) 式 ， 并 令 为 零 可 得 


”- T (Х.Х) ү ӘХ, л, Хав 1) 
то. | Ә.Х, 


=N 
Jar » |" а ТЕ 
Қа 


9 X, 


ПЕ] УИК, BROLA RED НА 09 50у /. 
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óX, {ЕЖЕ у, 9,7-0, MAARE (11—31) RAF., 
МЖ: 

TO Кы: ОРЫС... 

9Х, ш әх, š 


0 (11—32) 


N 


аха. 8-1) -0 (11—33) 


Х 
А 中 一 了 


《11 一 32)(11 一 33) 两 式 为 (11 一 28) 式 J 等 于 极 小 值 的 必要 条 
t. (11—32) 式 为 离散 欧 接 方 程 。 (11 一 33) 式 为 横 截 条 件 的 离 
散 形 式 。 连 续 系 统 中 有 关 横 截 条 件 的 讨论 可 以 应 用 于 离散 情况 。 求 
等 式 约 束 下 离散 系统 的 极 值 问题 也 可 以 应 用 拉 格 半日 方法 。 
(941 i ш > tt2( 天 ) 
2 іше 

х(А+1) = x(Rk)+üau(R) 

х(0) =1, х{10) = 0 
解 ， 用 拉 格 朗 日 方法 构造 增 广泛 函 


В==0 


了 ”= 5 е ra 1) [-х(А+ рнек) 
注意 在 上 式 中 ， 我 们 取 拉 烙 朗 日 图 数 为 4(h+1)， 而 不 是 ACR), 


ЖУ La= uh) ААА = x(h+ 1) + X (h) жап] 


应 用 欧 拉 方程 
dLa p Lra o 
ӘХ, ӘЖ,” 
ә, Lai =0 
90, 7 әй, 7 
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aL, aL, 


可 求 得 Әх, = А(8+1), Fu, = ЧК) *аА(Ё +1), 
日 Le _ BL _ 
Әх, 000, ди, =0 


代入 欧 拉 方程 ， 得 
A(kR)—A(R+1)=0 
н(ЁВ)+аА(Ё+1)=0 


Ж. 19 А(А) = с CHRO 

I u(h)= -ae 
代入 状态 方程 x(R+1)= v(h)+uunu(h)= x(k) -a?e 
НАТ ЕИ 9797Ж: 


х(1) = (0) ~ а?с 
х(2) = х(1) –- ас = х (0) – ?а?с 
х(3) = x(2)-— ас = x(0) – Зас 


x(R) = (0) ~ Ra°c 
由 边界 条 件 x(0) =1，x(10) = 0， 
х(10)=0=1-—10а°с 
OE Е 
102° 
故 得 该 离散 系统 的 最 优 控 制 为 ， 


1 
* ЧЕНЕ 5 
и* (А) = 1да 


c = 


最 优 轨 线 为 ， 


Ë 
ж = - Ьл? = = --- 一 - 
хє) = (0) – дас = 1 16 
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$ 11-4 BRUKERE 


应 用 离散 欧 拉 方程 求解 有 等 式 约束 和 不 等 式 约束 的 离散 极 值 问 
题 是 十 分 麻烦 的 ， 这 种 情况 和 连续 系统 的 最 优 控制 问题 类 似 ， 我 们 
可 以 引入 离散 哈密 顿 函 数 应 用 离散 极 大 值 原理 来 求解 离散 极 值 的 必 
要 条 件 和 离散 系统 的 最 优 控 制 。 

离散 系统 的 最 优 控制 问题 的 数学 模型 为 : 


N= 
шелекке NA 2 AE PEES (11—34) 
=p 


Ху= ХОМ) 
Хұа- Х,,0,,8), Е-0,1,-",ІУ-1, 

不 等 式 约 束 ULE Ru, Ru 为 允许 控制 域 。 

求 最 优 控制 序列 7, 0, 1, 6. М1, 

KARAR КН Ea RA Е HR, Куза Ae Т ВА. 

Н(Х,,0,, Амт») = LC Xis Uns RYA fe X.,U,,R) 

(11—35) 

к LeCR=0l N-10) JERRI, ХЖА-0, 1, 

+, N) 为 ОЖ 产生 的 最 优 状 态 响 应 序列 ， 由 状态 方程 决定 。 


离散 极 大 值 原理 可 叙述 如 下 : 
对 于 上 述 系统 ， 存 在 伴随 向 量 4 必 满足 下 述 关 系 : 
А,* == PRO e At. h). (11—36) 
并 有 k=0 时 ， а-а A =0 
k= N 时 anen - 25, | =0 


k= N 
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对 所 有 Е-0, 1; +, М-і, 均 有 : 
H(X, U, Av sh) = min H(X,*,U,, Aw. R) (11—37) 


ШЖ (11 一 34) 式 指 标 泛 阔 为 航 小 与 求 (11 一 35) ТД РА 
ЖОХ АЕ ІІ, ОУ 是 在 所 有 允许 控制 域 U 中 能 使 H 为 极 
小 的 最 优 控 制 。 

如 果 没 有 克 许 控制 域 的 约束 ， 即 O 可 在 整个 欧 氏 空间 中 取 

ІШ, M| (11-37) зіні Е: 


ән‹ Ха, АФ Up ,he) 


217, -0 (11—38) 


k=0, 1, “е, А-1 


这 是 最 优 控制 的 必要 条 件 。 
(11—38) 式 可 证 明 如 下 ; 
раа аа ТОД ЕЕ Н», TeS ПІ(Х,,О), 2,1» 

ы, WL (11—35) sÑ, ЖН ГТУ B | 


J'=0[Xxs, №] + 2 [Hem ÀT, Ха | (11—39) 


Ж (11—34) ҚАР S k h ЕЙ-ЕЖ (11—39) 式 六 为 
极 小 。 对 X, 及 U, 分 别 独 立 取 变 分 ; 


‚_( д оқа анат 
óJ (2) X, ізі z 917, óU), + 


ка 3H мді 
> Сах, 9Хь-9 Z АХ 


іто 


Net N N--t 
> АТ, iX = > АТХ, = 2 A, Xat АХ, . 
= = = 


М—1 N—l P 
-8 > AT, AX, = - > 2,79 Х,-А,/76Х, + 
k=D к=0 &=N 


Ағалы 
为 使 7 为 极 小 ，57 = 0、 而 9Х,, 907, 是 独立 取 的 变 分 ， 
故 应 有 


SH. o 

2U, ` 
_ Нь 
Аһ“ әх, 

0 

k=N 时 ， Дерма 

kan 
Еш) PF, A, = 0 


MURIDAE (1—34) RPR — Ж Ж 6[Xw,N]， 而 是 
9CX4s 和 | “”， 则 可 证 明 8-0 时 也 有 如 下 关系 成 立 ， 


BD i 


这 就 证 明了 (11 一 36) ЖЖ (11—38) 式 。 

我 们 看 到 ， 在 构造 哈密 下 函数 11 一 35) 式 时 ， 引 用 了 Ак, 
因而 得 到 最 优 控制 的 必要 条 件 之 一 ，44= дое, HD (11—36) Ж. 
这 就 解释 了 为 什么 在 离散 系统 最 优 控制 问题 中 引入 的 伴随 向 Ж 是 
4(8+1) 而 不 是 ACR) 


由 3 人 P=0， 可 得 U, 与 Aa 的 关系 式 ， 代 入 状态 方程 得 
Xert =f Xr Aka R) (11—40) 


mIo MB а 与 As Xi 的 关系 式 : 
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Ar = G(X A 8) (11--41) 


(11-400. (1-41) 两 式 是 两 点 边 值 问题 的 差分 方程 ， 即 离散 
的 正则 方程 组 。 用 反复 逼近 方法 在 数字 机 上 求解 这 组 非 线 性 差分 方 
程 ， 可 得 X, K Aro 

在 求解 连续 系统 最 优 控制 问题 时 ， 只 楼 选择 好 准确 的 离散 模 
型 ， 也 可 以 用 离散 极 大 值 原理 来 求解 。 


Š 1-5 离散 线性 调节 器 问题 2 
设 指 标 泛 了 汞 是 二 次 型 ， 系 统 是 线性 离散 移 ， 则 这 个 最 优 控 制 问 

题 是 离散 的 线性 二 次 型 问题 。 其 数学 模型 可 表示 如 下 : 
ыға аш 2-ХЬ78 二 > в. (X7QX,+UTRU) (11—42) 


X, Ë= AX,+ BUs h = 0, 1, 2, е", N-1 
Х(0) = X, 
求 最 优 控 制 序列 U*(k)。 
(11—42) тШ S 和 О МЕ Н, К 是 正定 的 ,S$S 为 
定常 的 ，Q 和 К 也 可 以 是 时 变 的 。 
对 于 时 变 系 统 说 ， 状 态 方 程 中 4 和 В 是 时 变 的 。 
求解 这 一 问题 ， 首 先 构 阁 哈 密 顿 国 数 ， 
H= H(X nUn Ank) = ХО Ха+ ZU RU, 
+ Asrt АХ rt BU,) (11—43) 
ІН (11—36) Ж ме 2%, 则 有 


Аһ= QX, + АТА (11—44) 
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终端 边界 条件 ЕРДІ =0, m 9= Xn S Ху 
=N 


故 得 边界 条 件 为 
АСМ) = 5 ХОМ) (11—45) 


这 个 最 优 控 制 问题 设 有 对 控制 变量 提出 约束 限 制 ， 因 此 可 用 
(11—38) Ж Ны =0, 得 
RU, + ВТА}, = () (11—46) 


Us -RIB ao 因为 R BEZK, KHE ТРЕ, RA 
状态 方程 ， 得 ; 


X, = АХ,- BRB Ak (11—47) 
A, = QX; + ATA. (11—48) 
X (0) = Xo 


АСМу=5 ХОЛ) 


这 组 线性 差分 方程 是 离散 工 则 方程 组 ， 是 两 点 边 值 问题 ， 求 解 
这 组 方程 可 得 最 优 控制 。 
设 方程 解 的 形式 为 
As= Р.Ж, (11—49) 
Р, 为 待 求 的 对 称 正定 矩阵 ， 忆 := РСА), 
和 将 (11—49) 代入 (11—47) , (11—48) MA, WE Аһ 可 得 


Жана BRB PiX ni (11—50) 

PR ONA Paa (11—51) 
解 (11—50) 式 可 得 | 

X, i=[T + BR BTP] AX, (11—52) 
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代入 (11-~51) 式 可 得 
P, X , = ОХ, + АСУР,АПЕВР-ВТР, 11 АХ, (11—53) 
Р,= О + A P, [I+ RRR Pha A 


=Q A [Pr !+ BR-: pt] 1A (11—54) 
终端 条 件 由 (11 一 49) Ж (11—45) 可 得 
Py=S Ж РОМ) = 5 (11—55) 


(11—54) ИЕ Кіссан ЖЕ, ШШ Біссен 方程 的 离散 
Жақ. А = N 到 5-0 ЛЕ ЖК (11—54) 式 可 得 РОА) , H 
(11—46) 及 (11—48) 式 
О,%- -Р-ІВТ;, 1 
ъ= РАХ = О Хь + АҒА, 
消去 Ano WE 
UR = – ROB ADP- 0) Х,= - Е.Х, (11—56) 
F, БВ АЕ, Р. 的 另 一 种 表示 方法 可 推 必 如 下 ，; 
„*= = RIB Apa - РЭ ВТР, Xr. 
出 (11—52) >, X, lI ABRI IB Ppi 1AX, 
消去 Хул, 8/48 
Ut = — ROBT] P, + Bi 187] O AX, 
шаа БАР, | (11—57) 
P ,=R-1pT[P, + ВЕЗВ |А 
反馈 增益 阵 的 计算 是 离线 进行 的 ， 事 先 存储 在 计算 机 的 存储 器 
中 、 以 便 对 物理 系统 进行 实时 控制 ， 称 为 离线 计算 、 实 时 控制 。 图 
11 一 11 为 离散 线性 调节 器 坡 优 控制 框图 。 
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图 11—11 БЕН | БОУЫ ЕЧ 


[ ] атп J= > (Xa? иь?) 
=o 


Хы 二 X, + upg 
Ж. 本 例 中 A=1, B=1, Q= =1, S=0, N =3 
由 (11—55) 式 Р(3) =0, РСО 是 一 维 的 。 


H (11—54) 式 Р„=1з+ s P 


用 迭代 法 求解 ， 可 得 


P | =-1 
Р, 3 
кте pa 2? 
Р, 8 
те g 
Paria 


Н (11—57) A F= Pa ‚ Uk = — F. Xa 
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8 
代入 得 J*= 地 x 


8 : 
出 [* = Хт, Р.Х, = 56, 可 匈 计 算 结 果 是 一 至 的 。 


Š 11-6 离散 极 大 值 原 理 与 连续 极 
大 值 原理 的 比较 
求 离散 系统 的 最 优 控制 序列 是 一 个 多 步 决策 过 程 ， 如 图 11 一 
12, 在 时 间 上 分 成 N Е k=l, 2, А) 5 系统 的 状态 一 步 一 


步 地 转移 (从 X, 转移 到 .Xi,,)， 每 一 步 有 一 个 控制 变量 作用 ， 在 
最 优 控制 序列 ОСА) ЕНТ, ЖРА ДЕ БУ {ЕН 
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8 11—12 Ж AARRE S 


ARAKAS ЕРЕ {ЕТИ kh ЯПОН, ІҢ 11—13 表示 
JE Z SC ЖЕК R Së hy ñz (Ü SJL ЖЕ r us, 


x(t) 
ХР) 
хб? 
X(t) 
一 一 一 一 一 一 一 
ta tr t 


(а) ЖЕЖ 
8 11—18 БЫЛ 
Бу А B BORAK H Ди ЛИЛЕ ЕЖЕ i ХОН АКЫН 
题 ， 可 以 得 到 非常 相似 其 至 是 相同 的 结业 。 
设 我 们 要 求解 的 过 续 极 值 问题 的 数学 模型 为 ， 


t 
mi = СХ, U, буа 
n J | ex, u, 24 
X=f X, iJ, #) 
X (f yka X; 
对 这 个 问题 的 求解 有 两 种 办 法 。 
1. 直接 用 连续 极 大 值 原理 ， 求 得 连续 的 正则 方程 ， 然 后 将 正 
则 方程 离散 化 ， 求 解 离 散 的 师 上 灸 陷 值 问题 。 
2. 将 连续 系统 离 租 化 ， 用 离散 极 大 值 原理 求 最 优 控制 序列 。 
如 果 和 采样 周期 选取 得 合适 ， 则 薄 种 方法 求解 结果 应 该 是 很 相近 的 。 
应 用 连续 极 大 值 原理 ， 正 则 方程 为 
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X=f(X, U, t) 
| 


ЕЕ 7. йа 2X | ах АС) 


X (to) = А; 
Act) = 0 

用 数字 机 求解 这 一 非 线性 微分 方程 组 ， 取 一 阶 差 分 ， 令 人 为 
采样 周期 ， 得 : 


ы Хаар Ха, Х[(#ё+1)7]- ХЇЁТ] 
Xlir = к T а Сз ЖЫ. РТТ N 


. рас. АҢЫ a ТЕТІ 
А [гат = r — цш о — 一 Р 太一 наа я 


ICA FMI EI, HENSE ІНДЕ, 


Хал Xat ТСХ, (Л, k) (11—58) 
anaE A e Duie АС О 
ЖалАа-Т-- Өң 7 Аа aX, 2, 
(11--59) 


边界 条 件 ХО) = л, 2(Му=0 
7 ән, | 
又 由 控制 方程 2U, = 0, КІП 


0L(XL Ues H PEX as Us, А 
6 .( стиши е) Ё? ( РЕД : Шы (11—60) 


如 打 用 离散 极 大 值 原理 求解 ， 则 先 对 状态 方程 和 指标 泛 函 作 一 
次 差分 近似 : 
X kal = X, +T 847 25 Ё) 
Х(0) = X. 
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N--i 
Ј= T 2, СХ, Us R) 
=0 


离散 的 哈密 顿 国 数 为 
His= H(X,,U,, Амо) = T LOX Ug RR) АТА Хь+ 
«ТқХ,,0,,82| (11—61) 
ðH: _ 
由 -芳和 所 = 得 
ILEX r Urk) DCX Usk) _ 
Е" == аф. ТІ. 20, ъв |, = 0 (11—62) 
而 两 点 边 值 问题 为 
X, X +Tí( X,,U,, R) (11—63) 
ӘН» _ m OLX U, В) жетгі) 
А-5Х, = ӨХ, гет ӘХ, Ақы 
(11—64) 
Х‹0) = Хх, 
АСМ) = 0 


Њ (11—59) Ж (11—64) 两 式 显 见 将 连续 正则 方程 离散 化 
与 离散 的 正则 方程 是 有 阔别 的 。 比 较 (11 一 60) K (11—62) 两 
式 ， 可 见 控制 方程 也 略 有 不 同 。 为 了 便于 比较 ， 将 它们 列 在 一 起 。 


al of7 
(11-50) э, 90, ^%= 0 
aL а 


ЕВЕ ЧИЛДЕ ЛЕ, 2, 与 Ara 很 接近 ， 因 此 《1 一 60) 和 
(11—62) 两 式 表示 的 控制 方程 就 没有 什么 不 同 了 。 
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А ӘТ, Bf7 N. 
H (11-59) Ж, Aen то-та 
САР „ Of7 
H (11—64) 式 ， A, = Tax, +( + TH а 
РА air N д1. 
а м={ ту) (ыты) 


(гета) жан, EEUNA M 01—60) Жж 


Wj = ә” Үү; aL 
жы =[1- тё) б! 


HEA ЫНАН T° J sj оң, Ft (11—59) A 


; д т.201. 
а= (1- raye- Гәх, 


BH (11—64) RAI (11—59) RÆ T 很 小 时 近似 租 同 。 
连续 极 大 值 原 理 与 离散 航 大 值 原理 的 对 比如 下 表 。 


连续 极 大 值 原理 | жин 
1. X(íy=Íf[X(4),U(45,1] | 1. Xrti X, ,U, FR), 
| Е-0,1, а Л-1 
Da X (Ho) = Xa 7222. X(k=0)= Хо 
3. /0(Х,,)+ | 3. J=0(Xy, N)+ 
ty : ТЕ | 
| ERU d | >= LOX,U,@ h) 
0 Л k=0 
4. ЖІ Л УІН 24. ЖОЖ), R= 0, 1, "w", 
N-1 f# 7 为 极 什 
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%х2 


тетти | ишкиш 
5. НАМЕ АСР) 5. 引入 伴随 向 量 序列 4, 
Ё=1, 2, е, N 
6. жу Н(Х,2,//,43- 6. Н,- L(X,,U , R) + 
LOX,U а 27 At... f Б-0,1,"-, N -1 
7. EMRO NFE 7. 正则 差分 方程 
Ау =Í( X 17, R) 
хс 22, = #09 ri) 
гт ӘН; 
үр N, 
; д 
À GEJS ка, - ыр 
ON А Е ә)” 1 А 91, 
кат дХ TIX, 
қ ӘП ӘН, u 
8. 最 优 控制 方程 227 =0 8. 27, = 0 或 
ӘР, 9+7 
a to i= 9 
9. 当 控 制 有 约束 时 9. 当 控 制 有 约束 时 
САРАИ H (X, A. U," В) = 
=min#g(X*,ÀA% li t) тіп (X: Ато СГ) 
U ЛЬ 
10. Za A НІНЕ 28 UE 10. 终端 自由 时 边界 条 件 
аө 29 | 
ALED =: АСМ) =—— 
9 Х | ші; ӘХ, 276 
86-018, АС) = 0 ' 0=0 М, АСУ)-а 
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51-7 离散 系统 的 最 小 时 间 控 制 


一 个 = 维 线性 离散 系统 ， 设 其 状态 是 完全 可 控 的 ， 控 制 变 量 不 
受 约束 ， 则 该 系统 最 小 时 间 控 制 的 特点 是 ， 最 多 在 个 采样 周期 内 
可 使 任意 初始 状态 转移 到 规定 的 终端 状态 ， 
先 举 一 个 简单 的 例子 说 明 上 述 结论 。 
ГАЈ] X[kR+1)= AX (k)+ Buk) 
1 


рл 
А = | Б- 
* 1 
х(0) = ，U(k) 不 受 约束 
%20 


=, -1 


0 
要 求 该 系统 在 一 个 采样 周期 内 到 达 状 态 空间 原点 ， 即 ХО) | i | 

Х()=АХ(0)+ Ви(0) = 0 (11—65) 

Х(0) = -A Bul0) = 9000) (11—66) 


由 上 式 可 解 出 u(0)。 
= 2-11 
本 例 中 ， | | 


1 x 


7 В! 2 
g= — АВ = -2 һ 
1 УД -1 
ху 2 
хо) -| u(0) 
хоз -1 


Xi = 2и(0), Хо = и(0? 
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5 1 Xio 0 
+ и(0) =0 
=] -1 Хор 1 
1 ІН 
НП ^+ Хаш0 (多 图 
11—14) 
(0) = Xio + Ksp 


ха) 


1 
105 — Хор 
2 


2 Х + х= 


因此 ， 只 要 хы, X20 位 于 相 平 


面 内 3xio+ xzo=0 这 一 直线 上 ， 图 и-и ARRETA 
则 在 xz(0) 作用 下 ， 经 过 一 个 采 统 最 小 时 间 控 制 


样 周 期 ， 可 使 系统 由 初始 状态 
[xio оо] 转移 到 Х(10-10, 017; 

如 果 要 求 在 两 个 采样 周期 内 由 X (0) 转移 到 状态 空间 原 A, 
即 令 Х(22-(0, 017 


则 X(2)=AX(1)+ Ви(1)=0 
或 A2X(00)+ ABu(0) + Ви(1)=0 
X(0)= – A Ви(0) – A Bu) 


= gou(0) + gi (1) (11—67) 
Яг = - Á` B, 1 一 ~ 47 В 
н(0) 
Х(0)=[9, 6.1 (11—68) 
«СЫ 


由 上 式 可 确定 000), uds 


2 -2 (0) 
Х(0)= 
-1 3 “(10 
ч(00 1 3 2 р 
U= =— X (0) 
u (1) 41-1. 2 
Аа 了 (ша КЕ” 
u(0) = 4^'* 2 20 N = 1 10 2 20 


对 于 п 维 线性 系统 ， 如 果 要 求 在 2 个 采样 周期 时 ， 使 系统 由 任 
意 初始 状态 X ооо ЯНА НІН лі, BB Хп) =0, FHU 不 
受 约束 ， 即 ПОСА) 1 о, ДА АГАТ ТАЖ: 


由 状态 方程 
X(h+1)= AX(k)+ ВОВ) 


mij X(1)= AA (0) + BUO) 
AX(2)= AX(1)+ BU0(1) 
= 4 Х (0) + ABU(00)+ BU) 


Х(п) = АА (n—1)+ BU (н- 1) 
=.4"X (0) + 2 Ат BU (h) 
Ау Х(п) = 0, Ml 
Хх) = -А"> A' -1 BUCh) 


= – ABU O) - АВО(1)--- А" ВОН 1) 
= 9,0700) + 911/601) + gU (2) + = + 9, AU (n 1) 
= GU (11—69) 
式 中 Galga 21» ga] (11—70) 
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U=[U(0), Уса), с, (я-1)]7 (11—71) 
= 是 已 知 的 ， 改 可 由 上 式 解 出 !7(0),1/(1),--{/(п-1)„ 
ІЙ) 已 知 二 阶 系统 ХОН) = AX(h)+ Bulk) 
uck) 为 -- 纵 停 制 变量 ，-- сосуд) < ca 
l Ізет WS; 
В = 
0 е? У 1-е7 
求 最 优 控 制 序列 ， 使 系统 在 2 个 采样 周期 内 由 初始 状态 Хоо) 
转移 到 状态 空间 原点 。 
ЖІ 已 知 XO) = g0 + gndd) = - 4518900) — 4-2 Ви(1) 
ІП ХО) = 4Х(00% Ви(0) = – A Bull) 
= 49410 


1 1-0 Пет —1 Т -еї+1 
90= — АВ = – | = 一 
0 e” 1-е! е”-1 


A= 


| | u(0) “(191 
[XM XG)]=[2 | 


u (1) 0 


-2+e --1-е+е? 


G= ЕТ -| жа, KAFE. 
1-е - @%®+е 


a(o) ull) x0) xl) 
-TE = (бус! 
"(1000 ха(00 х:(1) 
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-1.58 --1.24|[х.00) xıl) 
-| 0.59 0.24 |е НИ 

由 此 可 得 最 优 控 制 规 律 为 
ulk)= –1.58х10/5) -1.21х,(8), Е-0, 1 


ВЧ 11—15 йін Ж Ата ПНЕ EE (Zl REER) 


图 11—15 为 离散 系统 的 最 优 时 间 控 制 框 疼 。 
由 状态 方程 应 有 如 下 关系 : 


1 1-е! еті 
X(h+1) = X (R) + ulk) 
0 ет! ]— ес! 


х(А+ж1) =х\(Ё) +0.,632х,(Ё) + 0,3688 (h) 


xalk +1) =0.388х,(В) + 0.632u(R) 
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3 11-8 离散 系统 最 优 控制 问题 的 数值 计算 
设 最 优 控制 问题 为 


Ү—1 


шіп J= Z L(X, UL, b) +X у 
k=) 
AX eS ECX Unh) 


дт ЕА, J = J[U,,U Uy] 是 mN 个 变量 的 函数 。 
应 用 伴随 向 量 Aao 构造 增 广 泛 函 
— X syl} 


上 一 上 
J'=0(X,)+ > {I (X,,U, k) + 47, [fO X, Unk) 
га 


Жж» Нұ, L(X,,U,,b) + Af. fO X,,U, h) 
则 上 式 可 写作 


№ -1 Т 
J'=0(X+x)+ Ho + > (H, АТХ) S Aw X y 
-=1 
取 一 阶 变 分 


BH 
ӘХ, Хә + 20, 90, 
е ӘН A 
2 a k I 
+ 2. ES -2a Xa, + 


Н 
ia 40, | 
已 知 U, 为 最 优 时 ， 
ӘН, дї, ат ws 
US axe 7 ақ, tA Sut m. 
Х = 0 
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Е, 
gi BENE, 
a= Z “уу, SU, 
FE, WHA J' WEER АЛАЯ DJE EE 
2 ӘН „_ у 
ПЕЙ = 2 1 k= 0,1,2, ‚№ 1 


ŽA оого 7 的 梯度 。 
А PE IPT LA ДИЙ БЕРЕ А ЕЛШЕ ЖЕКЕЙ 
ПЕТЕР А 
计算 程序 为 
1. 先 估计 初始 控制 值 U, R=0,1,= N 1 
2, 由 状态 方程 计算 Хо, 4-1, 2=-, N 


I! 21, 5 а 
3. Ж 2, м вА 07, Е-/М-1,-е2,1, 


š ӘН 
4. ты Ес-0, 1, 2, =, М-і 


5. Urt =U aPo, a 为 步 长 参数 。 


Р д, Жұл 
Реве ч ， 了 ”为 搜索 方向 。 


6. 计算 J 
7. 再 计算 Хы 


[í] x((hk+1)= x (h) +0.1х:(8) 
x, (hR+1)=1.1l4x,(R) +0,1[48(&)— xi(R)— 0,14x;(R)š] 
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mind = a Р [x(k tulk] + x,(10)2 | 
=0 


求 最 优 控 制 序列 и(0), (1), =, ч(9) 
HLR bk nj БАС 


Ы = 2 (t) +A CGE+1)-0.1A,(h+1) 
А.А) = 0.12 i(R+1)+[1214-0.042x,.(k2]J2,(h+1) 


> 2 
A, (№ 2 --і Х4(0) 


АСМ) = 0 
_0H, _ 2 ; 
дш. 11 u +0.42A,(k + 1) 
НЛ ЖБО КЛЕВЕР 
е ORAN | 1 3 9 12 
чк J “Su ы ы лш ысы I 
4(0) 1.5522 1.8244 1.8940 1.8941 
uli) 1.7176 2.0587 2.0870 2.0871 
и(2) 1.6993 1.8623 1.8444 1.8444 
“(30 1.5504 1.4616 1,4376 1.4375 
“(40 1.8053 1.0229 1.0204 1.0203 
и(5) 0.9994 0.6413 0.6608 0.6608 
15609 0,6728 0.3533 0.3808 0.3808 
и(7) | 0.3693 0.1602 0.1818 0.1818 
(8) | 0,1324 0.0482 0.0577 0.0577 
(9) | 0 0 0 0 
J i 2.8359 2.7893 2.7886 2.7886 
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图 11—16 Жл НЯ 


х +2) = х(А+1) + x (R) ` 
式 中 500) = 0, х(1)=1„ ЖІ х(Ё)„ ЗЕЕ Ч & 8" TF 25 


x(k+1) V5+1 
时 x 2 ` 
2. Ж x(k+1)-4x(k)+3x(k-1)=0 ҚИЯ, 已 知 x(0)=0, 
x(1)=1; 


з. 三 维系 统 X(h+1)= AX(h)+ BU(hy, ҰАЖИЫАМН X) 
到 还 状态 空间 原点 的 时 间 分 别 为 87, 27, Т, RREH WAR 
Ж, T 为 采样 周期 ， 对 U CQ) 没有 约束 。 

4. 使 二 阶 系统 Х(А+1)= АХО) + ВОСК) 在 一 个 采样 周期 内 
从 Хо 转移 到 原点 ， 求 控制 规律 。 
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1 1-е 1 | еті 
we 
Q g! 1-е" 


5. Ы Х‹Ё+1)= AX(R)- Buh) 


129.41 0 
A= П = 
0 1 0.1 


х100) =1, х:(0) =( 
1010) = x,(10) = 0 


用 离散 极 大 值 原 埋 求 min 0.05 Жұм? 


> 
1 
- 


MT 


i 
6. miaf S (х2 tHg?) 


= 
|! 


=0 

Xheri = Xpt AXE + и 
х(0) = х1, X(N) = 0 
FUH СТ У Е, 


2 
7. minJ= Z [w {k H1) ки“) | 
kR=U 


P.O AX, + ИЕЛ 


ИИИ 


Х‹(0)=[1, ІР, x,(3) RHE, x<,(3) = 0 
ЖЕЙМ ДЕ 200), u), м(2) 
8. 设 有 一 无 穷 梯 型 也 组 网 络 如 图 11 一 17。 证 明 
1) 该 网 络 可 用 下 述 二 阶 齐 次 益 分 方程 描述 : 
У,-а-30,450О,-0 
2 该 方程 的 解 近 似 为 
{7,= 1700.382)" 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 . 、 


过 
ШЕ Ре 


3. 输入 电阻 只 :=1.618 尽 。 设 已 知 边 界 条 件 为 输入 电压 U,, 
输出 电压 [7 = 0. i 


“569. 


第 十 二 章 动态 规划 
$ 12-1 概 述 


动态 规划 是 一 种 分 步 娘 优化 方法 ， 既 可 用 以 求解 约束 条 件 下 的 
函数 极 值 问题 ， 也 可 用 以 求解 约束 条件 下 的 证 范 极 值 问 题 。 在 多 段 
决策 过 程 的 寻 优 问题 中 ， 动 态 规 划 是 一 种 很 有 效 的 方法 。 

所 谓 多 段 决 策 过 程 是 指 这 样 一 :个 过 程 ， 即 按时 间或 空间 顾 凡 可 
AREJEA TRE 〈 或 步 ) ， 如 图 12 一 1， 对 十 中 间 的 任意 一 
段 ， 例 如 第 k+l 段 必须 首 出 相 度 的 决策 《或 求 出 控制 o , Ж 
能 确定 这 一 段 答 入 状态 和 输出 状态 的 关系 ， 即 从 x, 变化 到 хан 
的 状态 转移 规律 。 在 违 择 好 每 一 段 的 决策 (或 控制 ) ww 以 后 ， 整 个 
过 程 的 状态 转移 规律 从 хо 经 过 x, 一 直到 x nw( 其 中 k=l, 2, 
=, М- 也 就 完全 确定 。 


图 12-1 ZBR 
显然 ， 离 散 系 统 的 动态 过 程 是 一 个 多 段 决策 过 程 ， 线 性 离散 系 
统 的 状态 方程 是 ， 
| Xa ЛХ, +В], 
式 中 Хь= Х(А) де п 维 向 量 ， 
О-О) 是 т Ер, 
„510, 


А 为 nxn Ж, В H nxm Жр, 
可 见 第 k БЕУ» 下 ,:， 则 在 这 一 段 的 控制 向 量 Us 作 
用 下 ， 状 态 将 转移 到 Xano Xai 仅仅 和 X, 及 U, 有关， 而 与 
以 前 各 段 的 控制 及 状态 转移 规律 元 六 。 这 种 性 质 称 为 无 后 效 性 。 
我 们 总 可 以 找到 一 个 琉 优 控制 RR 序列 U, ERA 
的 某 个 指标 泛 立 为 谍 优 。 和 灿 果 指标 泛 函 为 费用 泛 函 数 ， 则 


Ni 
J*=minJ = пів P2 1‹Х„. Ui, R) 
7 =0 
А 
ПЕТЕ РА Хр оТ ВАЎК, ПШ 
N-I 
J*=maxJ =max Z ТАСЫ Up А) 
г, £= 


L 表示 一 个 标量 函数 ， 与 第 8&+1 Ваа X, 及 U, 有 
关 。 也 可 简写 为 L = 了 (5 ІЛ, В) 

和 将 最 优 控制 序列 {Ui*} ҚАЖУЫ, ЯНА Хр, 
即 最 优 状 态 转移 规律 。 | 

[ 例 ] 最 优 路 线 问 题 

假设 从 А 点 到 五 点 有 儿 条 路 线 可 走 ， 途 中 可 以 经 过 Bi、 
Bas Cin С. Di, D, 各 点 。 我 们 要 寻找 一 条 从 А 到 E 的 最 优 
路 线 ， 使 总 的 距离 为 最 短 《或 时 间 节 省、 或 费用 最 小 等 等 ) 。 显 然 
这 是 一 个 网 络 最 优化 问题 ， 我 们 可 以 用 动态 规划 方法 来 寻 Е. В 
12 一 2 表示 所 要 求解 的 跳 线 网 络 。 线 段 所 标 数 字 为 这 一 段 所 需 时 间 
或 费用 或 代表 这 一 段 的 距离 。 

我 们 可 以 将 网 络 从 4 到 
Е 划分 为 四 段 ， 求 最 优 路 线 
问题 变 成 求解 四 段 决策 问题 ， 
即 在 等 一 段 做 一 个 最 优 决策 ， 
使 某 一 指标 (如 距离 ) 为 最 优 。 


Е 12 一 2 最 优 路 线 问题 
“511. 


如 果 将 所 有 可 能 的 走 法 都 考虑 在 内 ， 则 从 4 到 五 共 有 8 条 

路 线 ， 刀 果 将 个 条 路 线 的 距离 部 计算 出 来 ， 阴 最短 的 一 个 ， 则 共 要 
做 3х2%=21 次 加 法 ， 又 如 果 决 策 过 程 一 天 分 成 入 段 ， 则 这 种 
ЯБ OB CN - 121 次 加 法 。 
БУО АЛУА, AAt S L fE M bF. DRAR 
WBS 3E ЕИ ИЕА: ОМЕЛЕН. RRR SS T ЙН — ЖАНЕ Bz 
优 的 。 例 如 ,如 果 图 12 一 2 中 AB.C,D,E 为 最 优 路 线 , 则 这 条 路 
线 中 的 后 耐 一段 C D.I 也 这 当 是 最 优 的 路 线 ， 否 则 АВ,С.Г.Е 
”就 不 是 最 优 路 线 了 。 

根据 最 优化 不 理 ， 求 解 最 优 路 线 问题 时 ,我 们 可 以 从 五 点 开始 
逐 段 问 前 推算 〈 称 为 逆 推 )J。 ШІН 12-3 中 最 后 一 段 (第 4 段 ) 从 
D, ЖЕ 和 从 D, 到 F 的 距离 分 别 为 4、3。 标 明 在 图 12 一 3 中 
的 D, A D, 8, ПАЧЕ, 从 С, 到 E 有 两 条 路 线 : C,D,E, 
距离 为 5 CDE, EAA 6, BEREK 5, 标注 在 Cs 点 
ы НЯ, А СЯ Е НАА. СІБЕ 5, CDE 
距离 为 4, КЕНЕ 4, ЖИЛЕ С. ХЭ, | 


ЛЕТИЕ ИЗ га] 


1 

| 

| 

i ERE-S 
! 1 

L ! 
-1 0 ---- 4------4-- 


12—83 ATA р ы 


TERR АОВ, 到 шан 0 10, 从 B, 到 已 最 短 
距离 为 8。 而 从 ЛО ДЖИНН А ABCDE, BEA 13, 
因此 ， 从 大 ГЕ, ФЕ 一段 作 出 最 优 决策 《选择 一 条 最 优 路 
线 ) 如 下 ， 

4272. 


БЕЗЕР. 
第 4 P не DE 


第 3 В 路 线 С,Р,Е 
TIR Үү АВ.СІО,Е 


用 动态 规划 方法 对 这 一 例题 做 最 优 路 线 的 选择 ， 兴 变 做 10 次 
加 法 及 6 次 比较 。 如 上 果 整个 过 程 分 成 МОй, WRM AN ~ 2) 
+2 次 加 法 ，N = 10 НАК 34 次 加 法 计算 。 
$ 12-2 最 优化 原理 


ЙИНЕ БИЛЕ д) ЖАСА] ТАНУ ҮР. ДЕЙШ. 


1 

一 一 前 x БЕРЫ ————aN r-t 
1 

图 12—4 i M RRRS 


图 12 一 4 所 示 的 N E, F #+1 Bi X, 是 
初始 状态 ， 是 由 前 面 k 段 的 控制 规律 Uo Un = Ua 所 产生 ， 
的 结果 。 从 第 k+1 段 起 到 第 N Вох N-k BRE N 段 决策 过 
程 的 后 部 子 过 程 。 后 部 子 过 程 的 初始 状态 即 为 Xo 

最 优化 原理 “最 优 控制 的 性 质 是 ， 无 论 X, 及 前 k RAHA 
律 如 何 ， 后 部 子 过 程 的 控制 规律 Us Urio =, Ux 对 X, 说 
必定 也 是 一 个 最 优 控制 。 

对 于 一 个 连续 系统 ， 直 优化 原理 也 起 同样 成 立 的 。 如 图 12 一 5 
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所 示 的 二 维 状 态 变量 的 胃 线 ， 从 已 知 初 
始 状态 XG) 转移 到 ХО). 

假设 这 一 条 胃 线 是 最 优 的 ， 则 一 定 
使 下 述 指标 泛 函 为 极 小 : 


1 
nel LX, Шуа 
û 


шісі EF, 状态 为 ХС, to 
<t <t; MARETE Ссс!) Ej 12 一 5 连续 系统 状态 转移 
的 指标 泛 国 也 为 极 小 ， 即 
hef) EEX: Ude Бш. 
#1 


最 优化 原理 说 明 ， 如 果 从 ¿ 到 tj 的 控制 是 最 优 的 ， 即 J, 为 
极 小 ， 则 不 管 £=: 时 系统 是 怎样 转移 到 状态 XOD б, — BH. 
Хау) Жай, (ХО) ЖАРЫ SASS АЖ, J f B z; ` 
控制 也 是 最 优 的 ， 即 J, ЕВЕ ЛА. Қар, БАЯЛЫШ 
一 段 罗 线 也 应 读 是 最 优 的 。 | | 

最 优化 原理 可 用 反 证 法 两 名 话 即 可 证 明 。 如 果 最 优 路 线 的 后 一 
BA Ха) 到 Хау 还 有 另 一 条 路 线 为 最 优 , 则 原来 从 X G) 到 
Хар 的 路 线 显然 不 是 最 优 ， 这 是 矛盾 的 。 因 此 景 优化 原理 成 立 。 

最 优化 原理 为 解决 多 自决 策 过 程 的 导 优 问题 提供 了 有 效 方法 。 
不 管 系统 是 线性 的 还 是 非 线性 的 ， 不 管 它 是 否 为 连续 系统 或 是 否 为 
定常 系统 ， 最 优化 原理 总 是 成 立 的 。 应 用 最 优化 原理 ， 可 减少 求解 
最 优 决策 问题 的 计算 量 ， 将 一 个 N 段 最 优 决策 问题 化 为 N 个 一 
段 的 最 优 决 策 辣 题 。 


$ 12-3 用 动态 规划 方法 求解 最 优 分 配 问 题 


根据 最 优化 原理 ， 动 态 规划 是 将 N 眉 最 优 决策 问题 化 为 六 个 
一 段 最 优 决策 问题 。 在 每 一 段 求 目标 函数 的 极 值 ， 实 际 上 是 一 个 简 
4514. 


单 的 线性 或 非 线性 规划 的 寻 优 ， 这 一 段 的 状态 方程 就 是 等 式 约 束 ， 
允许 决策 的 范围 吓 不 等 式 约束 。 | 

静态 最 优化 问题 可 以 用 线性 或 非 线 性 规划 求解 ， 也 可 以 用 本 章 
所 讨论 的 动态 规划 方法 求解 。 例 如 最 优 分 本 问题 是 一 个 静态 最 优化 
问题 ， 它 的 变量 与 时 间 无 关 ， 用 动态 其 划 方 法 求解 也 是 十 分 方便 
的 。 

下 面 我 们 通过 几 个 具体 例子 研究 如 个 用 动态 规划 方法 求解 最 优 
分 配 问 题 。 

[ 例 1] 并 联 电 路 的 电流 分 配 问题 。 Бс йе 


设 有 n 个 电阻 Рі, Ra +, | R, N" 

К, FEKE, ДАҢ I, | ы | 

各 电阻 电流 分 别 为 xi, xa з, 一 一 

x, 如 图 12-6, ЖАЙ УНЫ 使 电 Шы. шы 

路 总 的 消耗 功率 为 最 小 。 有 
这 个 电流 分 配 问题 0 M — 

型 为 图 1 2—6 ент 


тіл f (X) = > жар TX e Кы ы ер (їйїў) 


х0, i=l, 2, зз, п 
这 是 一 个 非 线性 规划 问题 ， 现 在 用 动态 规划 来 求解 。(12 一 1) 
式 所 表示 的 数学 模型 也 可 以 表示 为 ; 
min f(x.) + falx) + + f CX.) (12—2) 
xit X, Te х, = Í 
x0, i=l, 2, ==, n 
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Ж.М. F.=mn[fi(xi) + falx) +++ ),(х.01, Реб) = ха Ri 
上 式 玫 示 以 总 电流 了 分 配给 n 个 并 联 电阻 时 最 小 功率 消耗 。 是 见 
Р, 及 Xis Жз, “", X, 均 为 了 的 函数 。 如 果 以 总 电流 х 分 配给 
前 & 个 并 联 电 阳 ， 则 这 & 个 电阻 的 最 小 功率 消耗 为 : 


FI = min[f (xi) + fal) + "nt falxs)] 


жн Frs хі, Ха, "X, HH x HER, 
现在 若 以 电流 1 分 配给 4-1 个 并 联 电阻 ， 则 分 配给 前 А 
ABRERA х= JT -xno 根据 最 优化 原理 应 有 ; 


F, = min[f (xi) + Оо) + = + (хь) УЫ а Сха,121 
-піШЕАІ-ха 1) }+1( Xaa) ] (12—43) 
X + хы F XE XI O l 
例如 R=0， 则 Е, = тіп) = Рб) = TR 
Бі, Е, = піа[ f (x) + 1,6х321 
=min[ F(T — x) + J> (xs) ] 
“2. 
шады x Ra] 


д F 3 BL АННАН Ж, "үе УЕДЕ ВО 35 
А1620) 
d[(I — x)’ Ri + ха; 


ах 

ІР, IG: 1 

X=: Р, +R,” G +G; 4 AH Сіз Е G2= р 
ТВ, IG: 


x” R ARIT Gi +G” 
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最 小 功率 

КК» SEERE 7) ү: 

R,+ R, ` G (+G; 

由 上 面 计 算 结 果 ， 可 见 两 个 电阻 并 联 ， 电 流 按 电导 值 分 配 ， 就 
是 总 功率 为 最 小 的 条 件 。 


同 理 8-2, Fs=min[ fixi) + flx) + fsCxs)] 
23 


Е, = x: А; +x Ы, = 


= min[ Fs({ — xs) + }]5(х)] 
由 计算 可 得 


_ е 
Жет r GEG * 


IG; 


кю i чыг t GS ? 


х 


____[б% 
Сее 79 


I° 
全 二 在 ,二 人 


Ес-п-1, IWA n 个 电阻 并 联 时 
F.=min[F,_,CI — x,) + }„(ж„)] 


Fg = 


ERREX 
жыйы оа ісі, 2, =, n (132—4) 
>с, 
ға 
2 


+ 5TT ° 


(12 一 4) 式 所 得 电流 分 配 的 最 优 方案 ， 实 际 上 是 唯一 的 分 配方 案 ， 
因为 由 电路 定律 决定 的 电流 ， 按 并 联 元 件 电导 大 小 分 配 ， 就 是 电路 
总 功率 的 航 小 的 方案 。 我 们 从 这 个 简单 例子 看 到 ， 用 动态 规划 方法 
求解 分 配 间 题 ， 基 本 公式 是 (12 一 3) АНА АА, 这 里 包 
含 了 最 优化 原理 的 应 用 ， 即 如 果 т 个 并 联 电 阻 的 电流 分 配方 案 是 
最 优 的 ， 则 前 ”~ 1 个 并 联 电阻 的 电流 分 配 也 一 定 是 最 优 的 。 同 时 
在 递 推 公式 (12-3) ЖОНУН ТЕАИ, ВГ Ж ”个 并 联 
电阻 的 最 优 电流 分 配 ， 必 须 先 求 前 # 一 1 个 并 联 电阻 的 最 优 电流 分 
配 。 

[ 例 2] 并 联 电 动机 的 功率 分 配 问 题 

设 某 一 抽水 站 有 台电 动机 并 联 于 电网 ， 抽 水 量 与 电动 机 的 
输出 功率 成 正比 。 设 第 ? 台电 动机 的 输入 功率 为 x;,， 输 出 功率 为 
#+(х), i=l, 2, ee, п. 又 设 电网 提供 的 功率 总 数 为 Po RE 
电动 机 的 输入 功率 x， 的 分 配 人 = 1，2，…，?)， 使 二 台电 动机 芒 
的 输出 功率 为 最 大 “抽水 站 的 抽水 量 最 多 ) 。 

这 是 一 个 非 线 性 规划 问题 ， 数 学 模型 可 表示 如 下 ; 


тах ZJi(xi) + gs (Xs) + ++ + Q(X,) 
xi tate + x, = P. 
XS Pin 
Pin 为 第 台电 动机 的 允许 最 大 输入 功率 。 
由 公式 (12--3) 可 知 这 个 最 优化 问题 的 选 代 公式 应 为 ， 
F = 91(%1) | 


Б. = тах [F,(P. — х1) + дв С1)] 
Х®+\ 


当 ө:(х:) ARR RIERA ТІННЕН REA AEEY 
上 计算 。 令 Р.-т4, а 的 大 小 应 根据 最 优 解 所 要 求 的 精确 Е, 
518: 


计算 机 的 容量 、 计 算 时 间 要 求 等 确定 。 
令 x=0, 2, 24, =, md; x 表示 提供 给 前 +1 人 台电 动机 
的 总 功率 。 
F (x) = 91%) 


Filx)= шах [F,(x —- j) + gen jA] 
б< } А Р, 


然后 令 =0，1，-…，n 一 1， 在 所 有 这 些 点 上 计算 而 Fante) M 
ЖАҚЫН Р(х), х=0, 2, <, mA, ЮЖ ЩЩ Fax), 
Fax), Fj Ех), № F,CP CP. = m24) 中 确定 最 优 决 策 
Ws 从 Ena Per xF) 确定 Ж”, із: nn 依次 可 得 Жа xais 
mey АЖ, ез, Xat, xis KAMERADE, Е.Р.) АН 0 
的 最 大 总 输出 功率 。 

ІРІ ЗІ 发 电厂 并 联 发 虹 机 组 的 经 济 负荷 分 配 

电厂 发 电机 组 疗 的 经 济 负 荷 分 瑟 问 题 是 电力 系统 经 济 运行 中 的 
一 个 问题 。 设 有 п 人 台 发 电机 组 ， 当 第 台 机 组 出 为 为 x, GEW) 
时 ， 单 位 时 间 的 燃料 费用 为 fe) 元 。 设 L 为 用 户 所 需 的 负荷 
СЕА) ， 求 各 机 组 的 负荷 分 本 ， 使 单位 时 间 总 的 燃料 费用 最 省 。 

这 个 问题 的 数学 模型 为 

min fx) + f(x.) +++ + f ,(x,) 
Xit Xe L es T XI = L 


x;== 0 :=1, 2, "лу. ДЇ 


MJEHUR, ЖЕЛ. Ж 
Екы = тіп [Fa L > Xe) t fariCxsr1)] 
Fkt 
[ 例 4] 串联 部 件 间 的 可 靠 性 分 配 问题 。 
某 个 电子 系统 共有 N 个 串联 部 件 。 为 了 保证 可 靠 性 ， 每 个 部 
件 由 若干 个 元 件 并 联 ， 元 件 并 联 数 越 大 ， 可 靠 性 越 高 ， 但 系统 的 成 
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本 及 重量 中 要 增 大 。 在 成 本 和 重量 有 一 定 限 制 条 件 下 ， 为 使 整个 系 
统 可 靠 性 最 高 ， 则 各 串联 部 件 应 下 多 少 个 元 件 并 联 组 成 ? 

设 第 + ТЕЙЕШ x; 个 元 件 并 联 ， 基 可 靠 性 概率 为 p:i), 
і-1, 2, ==, N. 并且 p (x.)<1, 

整个 系统 的 可 靠 性 概率 RR 为 各 个 串联 部 件 可 靠 性 概率 的 乘 
积 ; 

ү 
R= H p.(xi) 


设 第 工 个 部 件 中 一 个 闪 联 元 件 的 成 本 为 с, GR BL 为 w, W 
上 述 可 靠 性 分 配 问题 的 数学 模型 为 ; 


М 
тах R= рса) 
=1 
N 
> e,x,<C 


Ж 
> wx SW 
=] 


x;Z=0, x; 应 为 整数 。 
САР 为 系统 总 成 本 及 总 重量 。 
这 是 非 线性 整数 规划 ， 用 动态 规划 方法 求解 ， 选 代 公式 为 
F(C, И) = тах Про) 
EKC, W) = max[ Ep- (С -скхь, W —u,x,) pela) ] 
Np 


= max{[ р(х) р(х) рь 1(хь 1) pal хь) ] 
例如 R= 2 时 


FAC, И) = тах pil) р(х) 
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= мах [F (C сх Й = w:x) рабха)] 
Ы 


Š 12-1 离散 系统 的 动态 规划 方程 


设 离散 系统 的 状态 方程 为 (系统 共 分 成 N В, 
X, A= f Xr Ua) ` (12—6) 


f—n 维 向 量 函 数 
X, = X(k+1)——n 维 状 态 向 量 在 EDT 时 刻 的 值 , 
h=0, 1, -“М-1, 
к= Li) 一 一 在 ЕТ | Жун ДЕ ili] Bç o 
状态 初始 值 六 (0) = X. 
离散 系统 最 优 控制 问题 的 数学 模型 为 ; 


М-і 
min /к=0(Х v) tE L (X, U,) (12—17) 
ст | 


约束 9(Хь, UEO 
Жаса Л) 


(12-70 式 中 0( Xs) 表示 对 终端 状态 Xass ХОУ) 的 要 求 。 

我 们 要 确定 的 是 最 优 控 制 序列 [Ul R=0，1，…， - 1, 
ЖА (2-6) 式 可 求 册 最 优 状态 转移 规律 或 称 最 优 轨 线 ЕХ, 
k=1, 2, ==, М, ЖЮ ЖЁН (Uh АХА RA Gn Ж 
48: 

Јл Ха) =пип Jy 

它 只 与 初始 状态 X. 有 关 。 | 

求解 离散 系统 的 最 优 控制 ， 可 以 用 离散 极 大 值 原理 的 方法 ， 也 
可 以 用 动态 规划 方法 。 根 据 最 优化 原理 我 们 可 以 建立 离散 系统 的 动 
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态 规划 基本 方程 。- 

我 们 已 知 离散 系统 最 优 问题 足 一 个 多 段 最 优 决策 问题 ， 我 们 要 
分 别 对 短 -: 段 敌 出 决策 ， 选 择 最 优 控制 。 例 如 第 一 自决 策 是 要 选择 
Us 使 状态 由 X, HEA Хаж, Хаж СХ, U. 第 二 段 决 
策 是 要 选择 Li* 使 状态 由 X 转移 到 X”, XX, 
U), =, EIA N 段 决策 ， 选 择 Ож. 使 状态 由 Хе. F 
ВАХ, Ху ОХЬ, Оа) 

ВЕН ЕТ РА, А С ЖЕКЕ ЕУ ВАЙ, 
是 最 优 的 ， 则 不 论 这 个 系统 第 一 段 的 下 A U, 如何 选取， 第 二 
段 以 后 的 控制 序列 10,КЕ-1,2,-, N-D- 入 -1 ВЕ 
最 优 控制 序列 ， 或 【11 一 7) 式 中 指标 泛 函 后 N —1 m oXy) 
之 和 应 为 最 小 ， 邑 ; 


һ-а 
уа С Хат min=min[8( X v) + У(Х, 9,21 (12— 8) 
U, Ом кел 


УА ЕЖ ВЕ ТН дЕ ЕЩ АЕ ЕЗУ fE ЙК ЖЕЛІНЕ ЕН 15, Вр 
在 求解 离散 系统 的 最 优 控制 时 ， 在 原来 N RRRA PRA 
部 子 过 程 的 最 优 指标 泛 国 ， 使 最 优 控制 问题 比较 容易 求解 ， 实 际 上 
就 是 把 ЛБМ БИМЕН N 个 一 段 最 优 决 策 过 程 来 求解 。 


动态 规划 的 基本 方程 也 称 为 贝尔 曼 谤 国 方程 ， 这 是 一 个 递 推 方 


程 ， 可 以 如 下 求 得 : 
1. 已 知 初始 状 态 Xo, 
To CX)= min[L Xo, (Л) Лас] (12—9) 


Xi Xn Va (12—10) 


Уи Xo) 表示 № ВОО АН A, 这 N Bit 
程 的 初始 状态 为 Xod*r aX) 表示 后 面 入 -1 段子 过 程 的 最 优 
КТЕЙ, H (12 一 8) RRE, N -1 段 后 部 子 过 程 的 初始 状态 
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为 Х., WARA X, 和 U, Әк. (12-9) 式 为 确定 Uo* 时 
上 必须 满足 的 条 件 。 由 上 式 可 见 ， 为 了 求 出 第 一 段 的 最 优 控 制 U" 
БАП БАПАН: Ju (Ха 
2. 根据 最 优化 原理 ， 可 写 出 
Jy. (X) = min[ L (X, U) + Ја Х,0) (12—11) 


Ха-КХх, U1) (12—12? 


(12—11) ÑP Jst X) 是 后 部 N -2 段子 过 程 的 最 优 指 标 泛 
Ва, ҚҰЛЫҚ» Х., ш (12—12) БЕ. (12—11) Z 3 Е 
ж U* URREA ЖІЖ U, AREMA Ју СХ), 


з. 同 理 ， 可 以 写 出 更 一 般 的 动态 规划 方程 


Tna (ХА) = тім [L (X, О) + Ју ау Хк») ] 
Ug (12—13) 


X,, = f(X,, АО : (12—14) 
Jna Ad ЖА X, 为 初始 状态 的 后 部 N -段子 过 程 的 最 
RRRA, Хаң X. 及 前 - 段 控 制 (U, ЗЕ. -0,1,-- 
Ё-1„ ЮН (12—13) 式 可 决定 U, 
4. 依次 类 推 ， 可 得 ， 
JX xa) = min [L ( Xy. Una) + ЛС y] 


ZN 一 (12—15) 
Xx. = РХу- Uw_2) (12—16) 
5, “(Хи )у= min [E Xy- Әу-а)59( Ху21 
“N-i (12—17) 
= (Хуа, Ur) (12—18) 
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6, 为 了 书写 统一 ， 定 六 
JX n) =@(Х у) (12—19) 


Ш (12—17) шыу 
ғам ОРЕ = min [АСАХ x- as Un- СХ җ)] 


UN—1 


213 (Хх) = 0 时 ， JX к) =0 


RAAK І kK Хр Жж ПХК) 
图 і2-1 2324 SK ЛУИ 


图 12 一 7 说 明了 应 用 动态 规划 基本 方程 (12 一 13) 式 求解 最 
优 控制 序列 {ШК} 的 过 程 。 求 解 方 法 是 从 后 往 前 逆 推 。 第 一 步 , 根 
E (12—17) ARE N 段 的 最 优 控制 Uy ie， 这 时 Jor(Xw) = 
0( Xx) 是 已 知 的 。 从 而 求 得 JC-_1)。 第 二 步 ,根据 (12—15) 
式 求 第 NN -1 段 的 最 优 控 制 Jr", АШАН Xv). K 
次 类 推 ， 第 N -1 步 可 求 出 ІЛЕ А REE N 步 
可 求 出 U 及 /x*(XX0)。 总 之 ， 用 动态 规划 方法 求 最 优 控 制 序 
列 的 过 程 是 从 最 后 一 段 开 始 ， 依 次 癌 前 逆 推 ， 解 N 个 函数 方程 ， 
每 次 可 求 出 最 优 解 ЖАМ —k), Есі, 2, =, М, 

[ 例 ] 一 维 线性 系统 ， 设 对 变量 无 约束 ， 量 优 控制 问题 的 数学 _ 
ROS, 


x= 
让 
© 


I 2 
тіп J= (ханг) ТГ (12—20) 


Xp = охь + bu, 
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初始 状态 x 为 已 知 。 

AP a, b. q. ғ HWB’ ғо>0, É: Т-і, ЖИІ Жж V = 
3， 显 见 指 标 证 国 为 离散 二 次 型 ， 这 是 离散 的 一 维 线性 二 次 型 问题 。 

АХ Їн] җе ЫЛРИ (АПШ 12-~8)， 用 动态 规划 方法 求 


解 ， 分 王 步 ， 由 后 沿 前 逆 推 。 
EHEHEH 


Ч 12-8 гып 


1. 第 一 步 。 
因为 指标 泛 国 〈12 一 20》 式 中 没有 对 终端 状态 提出 要 求 ， 
5% (ха) = Olx) = 0 


求 us*， DEJ Ca) = = пип (хә. uo) = ый аны 
ts u, 


—( 4 X ғи) = (0 


Өн» 
2ru,=0, Wa*=0 (12—21) 
/,* (ху) = g x; (12—22) 


ж u", 使 Д#* (ху) = mial Eix н) + 71*(x2)] 


Hi 
将 (12—22) WRAT B 


4,5 (x)= min( gxi tru? + gx) 
НІ 


= тін[ gx? + л абахі + bui)2] 
41 


аи. 
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abg xı 


Wb а (12—23) 
代入 上 式 可 得 
ыса? -( 1 гй, ее (12—24) 
з. 第 三 步 
Жош*, 使 Ла (хо) = ті. ГІ, na) 4/,%(х)| =min7, 
чо 
27; 


将 (02—21) RRA, R 22-ы fR 


абд (т + 20 + ау 


u= 一 тау тауа х0 7 ЖЕТ (12--25) 
并 可 求 得 最 优 指标 泛 函 为 ， 
J sk(Xp) = [ + гў, + (1 + гала; ighe -rora 
(12—26) 


H (12—21), (12—23), (12—25) 式 可 见 ， 离 散 线 性 二 次 型 
问题 中 最 优 控制 是 状态 的 线性 负 反 馈 ， 
uY = — fiXxs, k=0, 1, 2 (12---27) 


абд _ _абч(\т +029 + га?) 
本 例 中 Ало, ТАЗА ран М (r + bšg)š + та?Ь%@ 


后 N-k 段 最 优 指标 泛 函 与 初始 状态 x° 成 正比 (k=0, 1, 2) 
Ју (ха) = рых? (12—28) 
НІ (12—22), (12—24), (12—26) 式 可 见 ， 本 例 中 
фат 9, | 1+ рб), peo= 9 trf + pita —b fa) 
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由 本 例 可 见 ， ee (12—13) 式 ， 可 将 一 个 
求 三 段 最 优 决 策 问 题 ， 化 为 求 三 个 一 段 最 优 次 策 问 题 ， 从 而 简化 了 
计算 。 由 于 这 是 一 个 无 约束 的 线性 一 次 型 问 是 ， 因此 可 以 用 解析 法 
求 得 最 优 控制 序列 。 


$ 12-5 用 动态 规划 求解 离散 系统 
最 优 控制 问题 的 数值 计算 方法 


如 旷 离 散 系 统 是 线性 的 ， 而 控制 密 呈 或 状态 变量 有 不 等 式 约束 
的 情况 ， 则 用 动态 规划 求解 最 优 控制 问题 时 ， 要 用 数值 计算 方法 。 
或 者 ， 即 使 对 控制 变 基 或 状态 变 其 没有 约 来 ， 但 系统 是 非 线 性 的 ， 
也 要 用 数值 计算 方法 求解 。 

[ 例 1] 为 了 说 明 问 题 ， 我 们 先 看 一 个 单 变量 线性 离散 系统 ， 
一 共 分 成 十 段 ， 对 控制 变量 有 约束 lj 过 1。 这 个 最 优 控制 问题 的 数 
学 模型 为 ; 


8 
шіп (хо) = Жажа Hr T 


ху = ахь + bus 
初始 状态 ха 为 已 知 。 
[и.1«1, 
Ж Т =0.03, а= 0.9704, Б= 0.0296, ғ-0.01, 4-1, 
х, 的 变化 范围 为 -0.2х,<0.20 
对 于 每 一 段 都 有 4=+1， 4= 一 1 或 1011 三 种 可 能 的 结 
果 。 数 值 计算 是 由 iF 算 机 进行 的 ， 具 体 廊 法 如 下 : 
在 -0.2%хә0,2 范围 内 ， 以 0.02 为 间隔 ， 由 每 隔 0.02 
。587 。 


取 一 点 ， 计算 хо. В Jo” (хш) = 0, 列 出 计算 表格 ， FA 
计算 机 。 


.过 (Xg) = min (gx tru) Г 
tip 


可 见 只 有 有 当 8-0, A REE (охоте DT A ie 因此 
Ji#(x )= qx T, EWERS хо 范围 内 ， 给 定 х 的 一 个 值 就 可 
MRP G) 或 用 内 播 法 计算 出 ЕДІН 

在 允许 控制 域 -і<ңиесі 内 ， 取 100 或 200 个 us 的 数 
ін, HA ха ІҢ, RRIAZ /2*(xs)， 并 得 相应 的 иа» 
列 入 表格 中 。 

ДЖ (х= mir[g v 24 ru + q (аха > bu .)2] T' 
На 
再 取 另 一 个 u E, ШЕНЯЖІМІН /»* (ха) 及 ws…， 从 而 求 得 在 
—0.2=< x, <0.2 НАН 0.02 计算 的 J/*(xs》 及 相应 的 us, 
列 入 计算 表格 内 。 依 次 类 推 ， 每 一 段 都 用 上 上 述 方 法 寻 优 ， 共 重复 计 
ATE, al Е-9, 8, --, 1, 0 HERE xx 的 /% а(х) 及 相 
应 的 u, 数值 表 。 

由 于 对 称 ， 可 以 只 列 出 计算 结果 的 一 半 ， 即 x, 为 正 的 计算 结 
果 《〈 如 下 质 的 袁 ) ， 它 们 是 针对 10 个 xa 0<х,<0.2, М 100 
个 us {ЙТ ЛЕ ШУ: 

”根据 这 个 表 ， 可 由 给 定 的 хо, ЖЩ uw， 然后 由 状态 方程 计算 
хә 再 查 表 ， 江 要 洒 用 内 手法 六 zi*， 再 由 状态 方程 计算 xs А 

u” Rü о МЕН ЙІН 12 一 9， 虚 线段 表示 控制 变量 不 受 任 
何 约 束 限 制 的 情况 ， 当 有 约 来 ізді 的 情况 下 ， 控 制 特性 是 非 线 
性 的 。 

本 例 只 是 “个 简单 的 一 汾 线 性 二 次 型 问题 。 对 于 指标 泛 函 是 非 
二 次 型 或 系统 是 韭 线性 的 高 阶 问题 也 可 以 按 上 述 方法 用 数值 计算 法 
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2870 zeo 9220. 1270 9Г0 IO. £0°0 
ӘРІГЕ, 208 0 тео ар: ТОРЫ. ВОВ T2070 
9 0 0 0 9 0 Е 
88650 280 006740 261770 80170 97070 21070 
PITO 2170 0%70 8070. 900 00 2070 


ст Мә ЖЕ НЕРЖІСІНЗЕ (e 


ЕС 


i 
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on- КЕ (х) г000т 0017—86 ШО МЕН y УКЫ КЬ 
0°T O'T O'T 5670 4479 ІЕ70 5170 


867 8 882 0 62024 72917 680°T ` 0 1170 - 2ғ070 


071 от 2670 2470 


877% Т2/70 406 819'Т 960717 Е Ва: 0 270° 


oT O'r 0'r Т670 9/70 2 870 61°0 


| Z 
| 


LT 8 26972 250702 600271 好 0 ; 740 29770 6070 


071 07Т 0°T 6870 60 <Г 


66785 <592 5400 98P°T 


071 9870 
TI6c 8 68606 1/6'1 ӨРІСІ 
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处 理 。 如 有 果 对 状态 变量 x, 还 右 不 等 式 约 来 ， 则 在 计 算 J) 时 
所 取 的 u, 应 当 根 据 x, 的 允 诈 范围 来 取 ， 并 且 在 搜索 极 小 值 的 过 
程 中 所 得 到 的 vea 也 应 涩 受到 约 来 边 究 的 限制 。 


Ur = = уч 
Қа 不 受 约束 
” 
1.0 ып 
Ө | Іші<21 
0.6 
1.4 h 
9.2 


0.04 0.08 (0.12 0.16 0.20 
М 12-98 Јр ТЕКЕ ЕА Ы Ri 2 B 


НЕМ АРЫМ, ЗАНИ ЈАЈЕ ВЕ НЕТ, YF 
算 时 间 与 存储 量 的 大 小 取决 十 求 值 的 次 数 。 便 如 一 个 多 段 决策 过 程 
共有 N R, n RARESA p ЛЕ, т 维 控制 变 
量 每 个 元 素 取 а 个 值 ， 则 计算 指标 汉 函 的 求 值 次 数 为 N p'a”, 
存储 量 为 2p" 个 字 。 

4 N =10, р-4-20, n=3, m=1 峙 ， 如 果 用 计算 机 计算 ， 
一 次 求 值 时 间 为 10 Ж, ШЕНЕУ 16000 字 ， 计 算 时 间 为 16 
®. п= 6，m=2， 甘 它 数 不 变 时 ， 存 储量 为 1.28 LE, 计算 次 
数 为 2560 亿 次 ， 要 三 昼夜 才能 计算 完 。 

[ 例 2] 一 阶 非 线性 系统 

тіп Ј = > ES 


к 
Хат Yat (х2 HUE 
12 
, 581 • 


— 5% Хб 


хо= 3, T=0.1 


Ж. 本 例 是 两 腿 决 策 过 程 ， 分 两 步 计 算 。. 
1. 第 一 步 。 
给 定 8=0,，Jo*(xs)=0 

J iF(x i) = min |а —u | T 

ПЕ? 
ДЕ х, ЕНІ [1 5, біл 11 个 数 ， 间 隔 为 1。wi 的 允许 
范围 为 [—2. 2], 到 5 个 数 ， 间 隔 为 1, 计算 larw lT, 

例如 x= -5 BF, ЯК 


НІ -2 =i 0 1 2 
[хі =a T | 0.3 0.4 0.5 0.6 1.3 


T Хіл -5, і--2 FF, J i(xi)= 0.3 为 最 小 值 。 对 其 它 
хі 值 计 算 求 得 最 小 的 у(х) 及 相应 的 uis 列 成 下 述 的 计 算 表 
格 《〈 一 ) 。 . 


хі | -5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 


у(х) |0.3 0.3 0.2 0.1 0 0 о 0.1 0.2 0.3 0.3 


шо |-2 -1 -1 -1 -10 11 1 1 2 


表 中 哪个 wu， 为 最 优 还 要 在 第 二 步 计 算 以 后 由 给 定 的 x。 确 定 。 


2. 第 二 步 
Ja Cx) = min [[|x, mu lT + /,*(х)] 
AES 
= min [х-н + Л, {хо (хо +uo) T}] 
lu | <2 
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x = 3 Fr, 7, = 13 – ць]0.1+ 548 + (9 +ua)0.15 
对 不 同 的 uo E (在 u AFARA 计算 结果 如 下 表 。 


чу -2 _1 0 1 2 


ЕЛ, 3 wo=1 BF, Z, 为 最 小 ， 上 表 的 计算 结果 是 这 样 得 到 
ËJ, 1 ш=1, Л513-(9-00.1- J (4)， 查 计算 表格 (一 )， 
Ji*(4)=0.3, 于 是 J,=]|3-1|0.1+0.3=0.5, 4 х, АҢ ЕЖ 

《在 允许 范围 内 ) 时 也 可 计算 出 最 小 的 J2 及 相应 的 uo 230 pk IF 
算 表 格 〈 二 ) ， 其 格式 和 计算 表格 〈 一 ) 一 样 ， 此 处 略 。 

”给 定 xo=3 М, Жї} wo*=1， 代 入 状态 方程 x i= x + (ха? 
+ wo*)0.1， 求 得 x1 =4， 查 表格 (一 ) , 可知 ш*=1„ 由 х= 
xit (xi2+ak)0.1 可 得 x,=5.7, ЕЕ 

因此 本 例 的 计算 结果 为 : 
最 优 控制 序列 of = 1, ш%-1, 
最 优 轨 线 ， 即 状态 序列 ха-3, хі-4, х;-5.7, 
BIRRA 7s*(.x0) =0.5。 


$ 12-6 HAMARE 
线性 二 次 型 问题 
离散 线性 一 次 型 问题 的 数学 模型 为 ; 


Nl 
min JEX S NL *+ ‚> ЖЕР ЖҮЛЕРШДЕРУ 
=0 


(12--29) 
X, = AX, + ВО, 
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Х(0) = х, 
ЖЗ S, О 为 对 称 半 正定 常 了 泗 ，R 为 对 称 正定 常 阵 。 

用 动态 规划 方法 求解 离散 线性 二 次 型 问题 ， 也 和 和 用 离散 极 大 值 
原理 求解 这 个 问题 一 样 ， 推 导出 离散 的 Riccati 方程 ， 从 而 将 问题 
变 为 求解 离散 Riccati 方程 。 

出 单 变量 离散 线性 二 次 型 门 题 我 们 已 求 得 有 如 下 关 夭 存在 〈 见 
(12—27) 及 (12—28) ЖО. 

H, = — ах 


JE Cx) = pax? 


对 多 变量 离散 线性 一 次 型 门 题 中 以 向 量 形式 表示 的 上 述 关 系 也 
HFE o 

RIEME MERAH E N 段 的 初始 状态 为 Хуа, ЖХ 
段 的 最 优 控制 05), 使 J1(Xw-1) 为 极 小 。 


JX N-D) = min [Х5Ху+ XT ОХ yt Uy RUxw] 
М-і 
= шір [J "(X n) + X wna QX na UT ya RU |] 


Сл--а 


| (12—30) 
令 Ру= 5, Вр JTX n) = Xn PryX wN (12—31) 
由 状态 方程 Ху- АХ» + BUga RA (12—31) AH 


JX nd = (AX rat BUs- D Pyl AX y-t ВО.) 
(12-32) 
ЖА (12—30) 式 求 J*(X x-1), MZ 


ӘХ) 0 
BU ya — 


又 已 知 
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Әк U “ла P+ AX ui) 


07.1 а 


д(Х”у А" PBU xa). 
дЫ ж-а 
2RU x. +2 BTP BUny у+2ВТ РАХ р = 0 (12—33) 
上 式 中 R ЖЕЖ, P =S ЖЖЕЖ, .. [ЮК+ВТРУВ] 
为 正定 ， 因 此 
Uw l=-[R+B PB BPyAXN 


= BIPwAXN..! 


ар р е (12—34) 
(12—34) KP Гу. 为 反馈 增益 阵 
Ехл=[ЁК+ВТРУВ]?ЇВТРҗ А (12—35) 


Ж (12—35), (12—32) ЖЖА (12—30) 式 得 
ЛХ) = XT s. A- BFy-DT PaA- ВЕ) Хм 
+X к Q Ху + XT 3 ЕТ, ВЕ, Хи-аі 


-ХТ, Рм АХ wl (12—36) 
Р»_,=О+ ЕТ РЕК atA- BF 20 Pul A- BF vs-1) 
(12—37) 


由 此 类 推 ， 可 得 任意 段 的 最 优 控制 序列 U, Е-0, 1, 2, 
= N 一 1 ВОКА: 


U,*= — FX (12—38) 

Fi=[R+ BIP, B] 1BTP, A A (12—39) 
P,=Q+F RF, ,+(A- ВЕТРА ВЕ) 

=Q + А M,A (12—40) 
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Mi= Pan- P A BIR+ BTP aB] OBT Pan (12—41). 
(12-40) 式 就 是 离散 Riccati HE. KUR RIFA 
| Бы-5 
ERA (12-40) 式 可 得 Pi， 因 而 反馈 增益 阵 及 最 优 控 制 
序列 均 可 求 得 。 
可 以 证 明 ，(12 一 40) 式 离散 Riccati 方程 与 第 十 一 章 用 离散 
ЖАА ВНЗ р Riccati 益 分 方程 〈11 一 54) 式 是 一 致 的 。 
为 了 选 代 计算 方便 ， 可 令 : 
Z= Q +AT PaA 
Z; = 站 Pd 
Z Í| = R + BTP, B 


则 F. = 2372, 
P,= Z, = Z; Z+ Z, 

. 计算 步骤 如 下 ， 

1. &5 Ру-5 

2. НЖЖ &=-М-1 b 2, Z; 7; 

3. 计算 PFP = 247172, 

4. 计算 Р, 

5. 计算 (У/,--Ғ,Х, 

6. Е-М-2, ЕЗІНЕ Б,, Phs Uk”, + 


[ 例 ] min J= УУГА 
= 


72-1; Q=1, R=r 
хь = ax, + Вик 
A=a, B=b 
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Ру-Ру-0 
k= N -1=2 时 


Z6=Q+ ЯТР, (A= Q + АТР,А-1 
Z= ВТР,,14-0 
Zs= R+ BTP B =r 


F, = ZZ; = 0 
P= Z,= Z: Z; !Z, = 1 
Е-Л-2-1 EF 


2= О + АҒР,А-іжа? 
Z,= B` P, А= аһ 
Z= R+DB fP, ,B=r+b2 


b 
Ғі-2у 12; = 


2р2 


АЕ 1Z,=1 +a — са 
k= У —3=0 时 

212 
2-0ж АТЫ А-і нарт аза - 2%) 


2Һ2 
Z= ВТР, A=abP,= of +a? -| 


а?ёб? 
2,= R+ BTPiB=r +P erth (ее = erat 
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аБР; cbir + b+ га?) 


Р ы сағы ом аа ба г 
10. wo охо r+ 2р, 9 (r 52) + rašbz2 79 
. ab 
和 з 
u” = – а roo Vi 


us = = Fx, = 0 
当 Моос |F, P,= P 为 定常 阵 ， 则 反馈 增益 阵 也 是 常 阵 
F=[R+ BPB]'B'PA (12—42) 
P 可 由 求解 下 述 非 线性 方程 得 出 ; 
P=Q+r4P4-47PHTR+LRBTPB]-B7rP4 (12—43) 
或 用 选 代 公式 计算 (hl 12 一 40 式 ) ， 直 到 |P,- Pij<s， 则 可 
认为 P 已 趋 于 稳定 。 
Š 12-7 连续 动态 规划 


动态 规划 可 用 以 求解 连续 系统 的 最 优 控 制 问题 。 这 种 情况 下 ， 
可 以 椎 导 出 一 个 最 优 指标 泛 函 的 仿 微 分 方 程 ， 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比 
方程 ， 即 动态 规划 的 连续 形式 。 现 在 我 们 来 推导 这 一 方程 。 

连续 系统 的 最 优 控制 问题 ， 共 数学 模型 可 表述 如 下 : 


t 
min taj LX, U, +) (12—44) 
ta 
X=f[XG), UG), t] (12—45) 
X) X, 


КНАТ ӘННЕН X 表示 X, НО 表示 UU) 
(Ху = min J = min| LX, U, Ddt (12—48) 
当 ¿= f; 峙 po х, 
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Wij J*( Xy) = min |, LIX, U, ді =0 (12--47) 
tí 


上 式 代 表 在 终端 的 指标 证 函 为 零 。J*(X7) 表示 以 终端 状态 X; 
为 初始 值 的 最 优 指标 证 函 。 因 为 〈12 一 44) Дир 9СХ)-о, ЯНА 
(12 一 47) 式 结 果 应 为 零 。 | 

任意 时 刻 ft 的 状态 ХО) = X, 
从 г 到 tj 这 一 段 时 间 可 分 成 两 Ez, 
ЛА] + At KK + A: 至 tj。 

+ At 时 状态 设 为 Хлг 如 图 12 一 
10。 

”从 f 到 tj 这 一 段 过 程 的 初始 状 
RA X, ына ж ý A 
Хә miaf” LOX, U, а! Н 12—10 ”连续 系统 状态 转 侈 

U t 


| 1+At | iy 
= mja f LX, U, ра | СХ, U, уа: 
O t юл 


(12—48) 

根据 最 优化 原理， 如 有 果 从 1, 到 т, 的 过 程 是 最 优 控制 ， 那 么 

Жез р> >) 这 个 子 过 程 也 应 是 最 优 控制 。 又 如 果 从 # 

到 ty 的 过 程 是 景 优 的 ， 则 从 t+ At 到 ғ 的 后 部 子 过 程 也 是 最 
优 的 ， 其 中 >Р + ДА >! 


因此 可 以 写作 
1 
їн 
J*( X naD = min | LiX, U, юа (12—49) 
: ФУЛ 
根据 最 优化 原理 ，(12 一 18〉 式 可 写成 : 


РЕД? 
тоон], LX, U, рағы ТЖС iane) 
А (12-50) 
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、 lbt ERTEARRY 
J*( X ) min[L (X, U, t)At+J*%*(X,,a)] (12—51) 
Ж Хил X(+ Af) 展开 成 泰勒 级 数 ， 取 一 次 近似 ， 则 : 
Хам Х+ АА Att maX + hC) (12--52) 
ОХ, д = J*[X ARD], | 
па = АХ At=f(X, U, л: 


将 上 式 展 开 成 泰勒 级 数 ， 考 虑 РЛ) 既是 Хю, dha 
有 关 ， 所 以 


| 26.0) ƏJ*(X) 
J*(X дә “(Ху + | с! АР) ОА 
ә” 
= (+ Š O At + 2 5; а U, улі 
=1 


A (12—53) 
хн ҒҰХХ, U, t) дА РОХ, U, т) 的 第 í 个 分 量 。 
Ж (12—53) ARA (12—51) 式 得 : | 


тоон nie L(X, U, ТУЛА + ШОХ) 


уж | 
КА лен Ке МЕХ ш, 79 (12—54) 
87* X) > = 
HARS U 无 关 ， 故 整理 后 可 得 
87*( X 
engo ы], U, о +š a ROD у, О, 1) 
(12—58) 


600 > 


(12—55) 式 称 为 连续 动态 规划 基本 方程 WREKE) 8 
Ж НХ, U, À, t= L(X, U, t) 
іс ~ 


+ 92 2 F 000) 
f=1 
* 
_27%Х) (12-57) 
Әх; 
(12-55) 式 可 写成 : 
ж 
„СО анх, ГІ; 2,49 
U 


求 最 优 榨 制 的 必要 条 件 如 下 ， 
1. 如 果 对 U 没有 约束 ， 
ƏH(X, U, А, 1) _ 
则 ОНИ ы: 
2. 如 果 对 UU 有 约束 ， 则 应 有 : 
Ве U*, 4% РУАН, U, А*, E) 

这 和 连续 极 大 值 原理 所 得 结果 一 致 。 

求 得 最 优 控制 UGO 和 最 优 轨 线 ХО), ЖА (12-55) 
式 可 得 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 注 ]， 

алқ Хе) 


Тә ПА; Пе) 


+5 Фу (Х%, 0%, 1)=0 (12-58) 


ігі 
这 是 一 个 非 线性 偏 微 分 方程， 其 边界 条 件 为 


[ 注 ] 也 可 将 (12—55) , (12—58) RAO MiS — t — нр E 
5%, ; 
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1. 0(Хур=0 В, ЖХр-о 
2. 9(Ху 20 ІМ, /*(Х)=<0(Х,) (12--59) 


如 果 (12-58) 式 能 解 ， 则 可 求 出 最 优 控制 ， 所 以 〈12 一 58) 
式 是 最 优 控制 的 充分 条 件 ， 可 惜 的 是 ， 这 个 方程 一 般 不 容易 解 出 。 

值得 注意 的 是 ， 当 troco ІН, Æ £ 时刻 附 近 变 化 一 点 ， 可 
认为 PA 基本 不 变 ， 于 是 J*(X) 与 EA, 因此 (12—58) 
式 中 =0 


站 1] min za] x dt 
0 
zax + bu 
x(0) = х, 
- 1 u 1 
BJ” 
prms A 290. 
(12—55) 式 可 写作 
тіп ЕТ 2 г (ax + Би)] 
н L 
— x 


= ӨҢ, WR s*= +1 


Ou* >0 м, 取 u*= -1 


_ 87*(x) 
w= = sgn( 5 Эх. ) 


ЖА (12-55) 式 ， 可 得 
ж ж | 
“+ БО a= моң ЕЕ 


= 600 • 


或 x? + айс | b- 

边界 条 件 为 Јеху) = 0 

求解 这 个 非 线 性 偏 微分 方程 要 借助 于 电子 计算 机 ，, 求 得 J*(x) 
以 后 ， 妈 可 得 最 优 控制 。 

用 连续 极 大 值 原理 求解 本 例题 时 ， 先 构造 哈密 顿 国 数 FI = x? 
+ À (ax + bu) 


ЕЛ, 4 at= —sgn bA М, H 为 最 小 ， 代 人 正则 方程 组 : 
x=ax+bu=ax-bsgn(bà) 


* 
aJ ;| -o 


= -> = ~aà -2% 


дх | 
求解 正则 方程 组 ， 可 得 最 优 轨 线 x*, ӘЛ, КАРРА AF2 ФЕ 
常 微 分 方程 较 求解 一 个 非 线性 偏 微 分 方程 ( 即 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 ) 
要 容易 些 。 


t 
[@] 2] TE. a а 
0 
Ži = Xo 
£ = -Ххі-4хуғи 
-із<и<-1 


解 ， 如 果 r 很 大 ， 则 可 近似 认为 号 六 = 
哈密 颇 - 由 可 比方 程 为 


8J” ðJ* 
тіп EEA йз +95, й»+1 [= 0 


Р 27” әу 
或 min | т9л tantora |- 0 
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ж 
可 求 得 už = -sgn pA 代入 上 式 得 


ӘЈ* әк ЖЫ әу 
ЕЕ; “(2 )- ( Әй, -1)=0 
借助 数字 计算 机 可 求解 这 一 非 线 性 偏 微分 方程 ， 
由 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 也 可 推导 出 正则 方程 ,将 U* 代入 《12 
--55) Жа. 


Т) усх, 0%, t) + k ӨЗ о, U*, 1)=0 


对 X RFR, 8, 


OT*(X) ƏL(X, U*, Ф)  @I*X) 
ora ee a 


Қ ығ IIX, U*, 1) 
aX ax ` “O 


qd Əj*(X) _PI*(X) PIX) dX 


di ӘХ 7 әхӛ 7 Ө di 
代入 上 式 
а OMX) ƏL(X, U*, Ð 
ағ a * ӘХ 
Еа ІШ 08,49. 
ы» | of (X, 0% t) 
2Х д 
2J*(X 
令 X=X*, 10)= уу, RATA 
ж ж ж "ж 
A aay- 0069 U", H rôf (X, U*, D ән 


ӘХ АХ ` x 
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这 是 正则 方程 组 中 的 伴随 方程 ， 最 初 由 欧 拉 方 程 导 得 ， 现 在 由 哈密 
顿 - 雅 可 比方 程 推 导出 同样 结论 。 可 见 ， 用 动态 规划 方法 ， 十 А 变 
分 法 及 航天 值 原 理 求 解 间 一 个 连续 系统 最 优 控制 问题 时 ， 所 得 结果 
是 一 致 的 。 


1 
[ 例 ] тїп = өз еда а уай 
0 
dx _ 
di Y 
КТ 2 OE up 8 Да 
-a = 6 А + r“ + əx “ 


1 * 
д(х* + x+ u? +5) 


Өн 
ж 
24+ 91 =) 
1 аЈ* 
АКы. C ыл кеміте 
М тә 
站 JE 9J* 1(ә/% 
at x тәх ta әх J 721 әх 
2 
1{07* 
sate gat- 1%) 
边界 条 件 J*(x/) = 
a * 
MRE 1= 5, 


MJ 衬 = 一 到 这 是 应 用 极 大 值 原理 所 得 结果 。 与 动态 规划 求解 
结 昌 一致。 
” 805. 


$ 12-8 ”用 连续 动态 规划 解 线性 二 二 次 型 问题 


我 们 以 线性 二 次 型 问题 为 例 说 明 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 的 应 用 。 
问题 的 数学 模型 为 : 


А ғ 
min = 2 XS Xr+ Г. (XIQX +U"TRU)dt 
to 


(12—60) 
х= AX + ВО 
Ха = X, 
H (12—55) 式 ， 有 如 下 方程 
ж 
_9/ 7 ы | ох) + T UTRU + (AX + BUJË- D. | 
“. 

5 #|фх'ох + EUTRU +сАХ + ви 0А Е 
则 учу =- RBT? 220 (12—61) 
Ж 001) 代入 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 经 过 整理 ， 得 

J* * 
- 27000 FX Х*ТОХ* 
af әлжх*ә ор ӨЛ*ОХ*) 
= 2595 ӛХ | BRB 2Х 
| ҰЛЫ X* I 
+ X*T АТ — P (12—62) 


BA J*(X*) 为 二 次 型 ， 今 
。606 • | 


J*( X*) = FX*T PX (12--63) 
РО) 为 пхп 对 称 阵 。 
2Ј* p XF ч 
эу КЧ ХА”, КА (12—61) Ж: 


UFE) = – R-1B7T PG) X* (12—64) 


1 n 
x O lp әео-ікех asan 
上 式 可 证 明 如 下 ， 


т м 
-d ‹хтРх) i k ах ә 


PX | drt or XPX 


-awx X 1 тру 


‚ Х?РХ+ХТРЖХ+ХтЬХ =з‹РХутх + 2- ХТРХ 
可 以 证 明 ХтРу=хтРХ 
-Z XTPX = XTPX 
将 (12—64), (12—65) MARALA (12—62) 式 ， 可 得 
-FAYDA =-ХзтоХ* -L XTP) BRIBTPUX* 
+ X"T ATP (1) X* 


因为 Рс, 是 对 称 的 ， 所 以 ATP АТР«Р А), 代入 上 

式 可 得 
Pa | 

-Q+ АРАУ +PU)A-PO)BR-B PU) (12—66) 
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这 是 以 前 由 极 大 值 原理 推导 出 的 微分 Riccati 方程 ， 现 在 用 动 
态 规 划 方 法 导出 。- 


小 结 


1. 用 动态 规划 求解 多 段 决 策 过 程 的 寻 优 问题 是 很 简单 的 。 这 
种 方法 的 实质 是 ， 以 最 优化 原理 为 基础 ， 将 一 个 段 最 优 决 策 问 
题 转化 为 N 个 一 段 最 优 决策 问题 。 

2. 动态 规划 的 基本 方程 是 


7 Xa) =min[L(X,, U,)+ Ғы а С Хь+а) ] 
k 


Хааз-/САХ,, Up) 


3. 线性 二 次 型 无 约束 最 优 控制 问题 在 用 动态 规划 求解 时 可 用 
解析 法 。 有 约束 的 最 优 控制 问题 或 非 线 性 系统 寻 优 问题 用 动态 规划 
求解 时 要 用 数值 计算 方法 。 计 算 工 作 量 大 是 动态 规划 的 主要 弱点 ， 
一 般 只 适用 于 低 维 情况 。 

4. 动态 规划 的 主要 优点 是 原理 简明 ， 适 用 性 较 广 。 可 应 用 于 
离散 系统 和 连续 系统 的 最 优 控制 以 及 随机 最 优 控制 问题 。 

5. 连续 动态 规划 的 基本 方程 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 这 是 最 
优 控制 必须 满足 的 必要 条 件 。 从 这 个 方程 出 发 可 以 推导 得 到 伴随 方 
АЛИ Riccati 方程 ， 与 古典 变 分 法 、 极 大 值 原理 所 得 结 
果 完 全 相同 。 了 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 是 非 线性 偏 答 分 方程 ， 实 际 上 较 
ЖЖ, Ë 


з Щщ 
1. 设 将 某 量 c 分 成 n 0 (с>0), ӨК n ВОНА, 
用 动态 规划 求 这 个 最 优 分 配 问题 。 


22. 设 离散 系统 最 优 控 制 问题 为 
608» 


Wt 
min J= > (qx tru pT 
20 


Xp 1 = ахь + би, 

х(0) = xo 
证 明 | иа = — f Xk 
J*(x,) = р„х®. 


f 2 pariab 
* rT рар, 


Pa= (ағ [УТ + рьлба—Ь/„)® 
[提示 ] ВЕ N=10， ЖНЖ J (X10), FETIP [Ж (хз) Жаа 


us*， 推 广 得 到 上 述 一 般 关 系 。 
3. 设 离散 系统 的 最 优 控制 问题 为 


| 
ші Ј= 5; (|x, +3[u,-i + 1|} + |x] 
h=0 


Хал ХАЧ T+ МУ, 
х(0) =1 
控制 变量 u, REX +1, -1, 或 0 
用 动态 规划 法 求 н, w, 83%; 
4. 设 最 优 控 制 问 题 为 
тіп Ñ х? 
x= —ax + bu Ф 
|uj<U ` 


а K b 为 正 的 常数 。 
”用 动态 规划 法 求 最 优 控制 。 
” 609» 
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5. 已 知 线性 二 次 型 问题 为 
min É (qx? +ru2ydt 
#= Ки 
іі, 时 x(#;) = x; 
设 J*(x)= А2 А, хн АР) х 
用 动态 规划 法 求 该 问题 的 微分 Riccati 方程 。 
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附录 “ 非 线性 规划 的 几 个 计算 机 
程序 (FORTRAN) 


(在 RD 一 11 小 型 机 上 通过 ) 


. ТҮРЕ AS1 ”梯度 法 
. ТҮРЕ А57 ЖЕ ЕНЕ (Fletcher-Reeves) 法 
. TYPE AS8 ЖНЖ (DFP) 法 
.TYPE AQI ”单纯 形 法 
. ТҮРЕ AQS1 SWIFT 法 (计算 有 约束 的 优化 问题 )。 
关于 СОМУКС 子 程序 的 说 明 
CONVRG 是 收敛 判 据 子 程序 。 其 中 : 
ХЕ—Х 的 每 一 分 县 人 允许 误 莽 е, 
FE 一 一 上 矿工) 的 允许 误差 e, 
GE 一 一 Vf(X) 的 每 一 分 量 的 允许 误差 e 
“ 现 就 此 子 程序 说 明 如 下 ， 
1. 关于 ЖХ) 的 判别 
在 计算 过 程 中 ， 因 ҒОХӘ(Е-і1, 2, ее ) 可 了 到 不 同 的 Bë, 
毛 以 程序 中 就 下 列 丙种 情况 作 了 不 同 的 处 理 ， 
D |/(Х®|<0+8 
这 里 ó 是 一 个 很 小 的 正 数 ， 程 序 中 取 o= FX, BT Fh 情 
癌 ， 若 采用 相对 误差 


| 
ХЕ Ж. Үні қ 
хэ д: DpE-se 


<і ча шщ ыз — 


614. 


进行 判别 ， 因 АХА) 0 НА ШН Я, шашады 
六 此 采用 绝对 误差 进行 判别 
ICX- JfF(X5"3]< FE =e 
© |/(Х®|>0+д 
这 时 因 (X0, ЖА ЕН 2415826 
ШТІ р 


进行 判别 。 

2. H fX) 在 Х* 附近 变化 较 平 缓 时 ， HAA f CY) 则 
容易 产生 过 早 停机 现象 ， 而 X° 中 X* 述 有 一 段 距 离 。 因 此 当 
СХ) КЕННЕН X. Vf eX) ал, 

考虑 到 Хк (ху, ху, ”也 可 能 到 不 局 的 值 ， 所 以 
采用 与 СХ) 相 类 似 的 判别 方法 

а) xot i=l, 2, =“, п 

用 绝对 误差 进行 判别 ， 


РУ РО 


@ x,>0+Ó i=l, 2, =, n 


用 相对 误差 进行 判别 ， 
Í eby ktl. 
е - XE=e 1=1, 2, e, п 


| % 
i 


对 X 的 每 一 分 量 都 区 分 其 不 同情 况 ， 用 上 述 两 方法 之 一 作出 判 
别 ， 当 所 有 分 基 都 满足 时 ， 再 检查 VSO ИА АТА С 2k 


条 件 。 
对 于 у/оо =| 275, 2L, <, | ， 因 在 接近 极 值 上 
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时 各 分 量 都 趋 于 0， 所 以 可 判别 每 一 分 量 的 绝对 值 是 否 小 于 给 定 的 
允许 误差 ， 也 可 判别 每 个 分 量 的 绝对 误差 是 否 满足 收敛 条 件 。 本 程 
序 中 采用 后 一 种 方法 ， 即 ， 


3 і- 1, 2, “ы R 


ң ХА). А.У ftX) 都 满足 给 定 的 收敛 条 件 时 ， 打 印 结 果 
并 停机 ， 否 则 继续 选 代 ， 直 到 所 有 的 条 件 都 满足 为 止 。 
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2015 


10 


22 


80 


40 


2020 


2030 


42 
45 


50 


ТҮРЕ А5]. 梯度 法 


GRADIENT METHOD 

DIMENSION Х(10), Ү(10), СХ(10), GY(10), 5410) 

WRITE (5,2000) 

ЕОЕМАТ(1Х, 3HN =, 4IMK=, 4HX1=, 4НХ2=, 4HX3=, 4HX4= } 

READ (5,2010) N, МК, Х(1), Х(2). X(3), X(4) 

FORMAT (214, 4F10. 5) 

К=р 

CALL FUNG(X, GX, М, ЕХ) 

WRITE(5, 2015) ЕХ, Х(1), X(2), X13), X(4) 

FORMAT (1H0, 14Н5ТАЕТІМС VALUE, /1X, 3HFX=, E15, B, | 
1X, 3HX= , 4Е1Б. 6) 

Af). 

DO 29 1==1, N 

A=A+GX(!)* * 2 

A=SQRT(A) 

DO 30 [=], N 

5(1)---СХ(І)/А 

CALL БЕАКСН(Х, S, М, MK, H) 

DO 40 I=1,N 

Ү(І)--Х(І)-ЕН ж S{I) 

CALL FUNG(Y, СҮ, М, БҮ) 

CALL CONVRG(X, Y, GX, РХ, ЕУ, N, IP) 

IF (IP. EQ. 1) GO TO 200 

IF(MK. EQ. 0) GO ТО 42 

WRITE (5,2020) K 

ЕОКМАТ(1Х, ЭНК-ш, ІЗ) 

WRITE (5,2030) FX, Х(1), Х(2), X.3), Х(4), GX(1), GX(2), 

ах», GX(4) 

FORMAT (1X, ЗНЕХ =, F15.6, /1Х, 3ПХ-«,4Е15.6, /1Х, 3HGX= , 

4Е15.6) 

ІР (К. EQ. 100) СО TO ВО 

DO 50 1-1, N 

Х(1)==Ү(1) 

аХ(1)--СҮ(І) 

ЕХ--ЕҮ 


K=K+1 
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60 


2035 


2040 


2050 


70 
2060 


2065 
200 
2070 


2090 


2080 


1000 


СО ТО 10 
WRITE(5,2035) ЕХ, Х(1), Х(2), Х(3). Х(4), 6Х(1), GX(2), 
GX(3), ах(4) 
ЕОВМАТ(1Н0, ӚНІХ--, Е15.6, /1Х, 311Х--, 4E15.6, /1Х, 3HGX=, 
4Е15.6) 
У/КІТІ:(5,2040) 
FORMAT(1X, ЭТПЕ МА =] CONTINUE МА =0 STOP) 
READ(5,2050) МА 
FORMAT(I1) 
ТЕ(МА. EQ. 0) GO TO 10 
K=D 
GO ТО 45 
WRITE(5,2060 ) 
ҒОВМАТ(1Н0. 28HNOT RF ACH OPTIMIZATION POINT) 
WRITE (5,2065) ЕХ, Х(1), X(2), Х(3). Х(4), GX(1), GX(2), 
GX(3), GX(4) 
FORMAT (1X, ЗНЕХ ==, Е15.6. /1Х, 31Х=,‚ 4Е15.6, /1Х, 3HGX = , 
4Е15.6) 


- 


STOP 

WRITE(5,2070) 

FORMAT(1H0, 18HOPTIMIZATION POINT) 

WRITE(5,2090) K 

FORMAT(1X, 2HK = ,14) 

WRITE (5,2080) FX, Х(1), Х(2), X(3), X(4), 6Х(1). GX(2), 
GX(3), GX(4) 

FORMAT(1X, 3HFX=, E15.6, /1Х, 31Х = ,4E15.6, /}Х, 3HGX = , 

4E15 6) 
STOP 1000 
END 


‚ ТҮРЕ. А52. FOR 
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SUBROUTINE FUNG (X, GX, N, FX) 
DIMENSION Х(М), GX(N) 
А--«Х(1)--10. жХ(2) 

В--Х(3)-Х1(4) 

С--Х(2)-2. «Х(9) 

р--Х(1)--Х(4) 


`ЕХ=А жж 2--5. «Н жж 2--С жж 44-10. ж) жж Á 
СХ{})=2. жА +20. +D жж $ 
СХ(2)=20. жА--4. +С жж 3 
СХ(3)=10. аВ-8. *С жх 3 
- СХ(4)--10. *0 — 40. *D z* 3 
10 RETURN 
END 


. ТҮРЕ А53. FOR 


SUBROUTINE SEARCIK X, S, N, MK, fl) 
DIMENSION X(N), SiN), U(10), G(10) 
Е--).000001 
MD=0 
А--0.0 
B=1.0 
210 ST=B—A 
IF(ST. LE. E) GO ТО 80 
TA=0.382 x ST+ À 
TB—0.618 *5Т- 4 
DO 20 [=1, N 
20 U(I)=X(1)4TA ж 5(1} 
CALL ЕОМС(Ч, G, N, FA} 
DO 30 I=], М 
30 О(1) =Х(1) +ТВ = 5(1) 
CALL FUNG (О, а, N, ЕВ) 
40 ТЕ(ЕВ. СТ. БА) СО TQ Б 


АТА 
GO TO 80 
БП В--ТВ 
60 MD=MD+I 
GO TO 10 


80 Н--(А-ҒВ)/2.0 

ГЕ(МК. EQ. 0) GO ТО 100 

WRITE(5,2000) МО, H 
. 2000 FORMAT(1H0, 3HMD=, 13, /1Х,3НИ--, 115,6) 
100 RETURN 

END 
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. ТҮРЕ А54. ҒОК 


10 
20 


30 
40 
50 


80 


° 620» 


SUBROUTINE СОМУЕС(Х, Y, G, ЕХ, FY, М, IP) 
DIMENSION X(N), ҰҰМ), С(М) 
ХЕ--0.0005 

FE=0.00001 

GE=0.0005 

IF(ABS(FX). LT. ЕЕ) СО ТО 10 
IF(ABS((FX-FY})/FX). GT. ГЕ) СО ТО 80 
GO TO 20 

IF (ABS (FX-FY). GT. БЕ) GO TO 60 

DO 40 1=1, N 

IF(ABS(X(1)). LE. ХЕ) GO TO 30 
IF(ABS((X(D —Y(1))/X(1)). GT. ХЕ) GO TO 80 
GO TO 40 | 
1Е(АВ5(Х{(1)—Ү(1)). СТ. ХЕ) СО ТО 60 
CONTINUE 

ро 50 1=1, N> 

ТЕ(АВ5(6(1)). GT. СЕ) GO TO 60 

ІР--1 

RETURN 

ІР-? 

RETURN 

END 


I. ТҮРЕ AST. ЖЕНЕ. 


2010 


10 


2020 
2030 
20 
30 
40 - 
50 
60 
70 


80 


2040 


2050 


90 


FLETCHER REEVES МЕНТОР 
DIMENSION Х(10), Y(10), GX(10), GY(10), 5(10), 51(10) 
WRITE(5,2000) 
ЕОВМАТ(1Х, 4AHN= ,5HMK= ,5HX1= ,5НХ2- ,5HX3= , 
5HX4= ) 
READ (5.2010) М, MK, Х(1), X(2), Х(3), X(4) 
FORMAT (214, 4F10. 5) 
М--0 
К--1 
CALL FUNG (X, GX, М, ЕХ) 
IF(M. NE. 0) GO TO 20 
WRITE(5,2020) 
FORMAT(JH0, 14HSTARTING VALUE) 
WRITE(5,2030) FX, Х(1), X(2), Х(31, Х(4) 
FORMAT(1X, 3HFX= , B15.6, /1Х, 3HX= , 4F.15.6) 
DO 30 I=1, N 
5І)---аХ(1) 
SUM=0.0 
DO 50 1—1, N 
SUM=SUM-+S(I) #* 2 
SUM=SQRT(SUM) 
DO 60 1—1, N 
51(1) =5(1)/50М 
CALL ЅЕАЕСН(Х, 51, М, МК, Н) 
DO 80 1-1, N 
Y(1)=X(I)+H ж 51(1) 
CALL FUNG(Y, СҰ, М, FY) 
ІЕ(МК. EQ. 0) GO TO 90 
WRITE(5,2040) M 
FORMAT(1X, 2НМ = , 13) , 
WRITE (5,2050) FY, Y(1), Y(2), Y(3), Y(4), GY(1), СҮ(2), 
GY(3), GY(4) 
FORMAT(1X, 3HFX= , Е15.8, /1X, 3HX= .4Е15.6, /1X, 3HGX 
= , 4615.6) 
1F(M, NE. 0) GO TO 100 
CALL CONVRG(X, Y, GX, ЕХ, FY, N, IP) 


• 621 • 


100 


110 


120 


2055 


2060 


2070 


130 


140 


150 


160 
2080 


+ 622 ° 


ТЕ(ТР. FQ. 1) GO TO 170 

CALI СОМУЕС(Х, Y, СҮ, ЕХ, FY, N, IP) 

JF(IP. EQ. 1) СОТО 170 

ІЕ(К. LT. N) GOTO 120 

DO 101—1, № 

Х(1) =Ү(1) 

GO TO 10 

IF(M. LT. 100) GO ТО 130 

WRITE (5,2055) FX, Х(]), Х(2), X(3), X(4), GX(1), GX(2), 
“ GX(3), GX(4) 

ЕОЕМАТ(1110, НГ Ха, Е15.6, / 1X, ЭНХ--, 4E15.6, /1X, 3HGX 


= , 4Е15.5) 
WRITE(5,2060) 


FORMAT(1X, ЭТНН“ MA—1 CONTINUE МА--0 STOP) 
READ(5,20710) МА 

FORMAT(I4) 

IF(MA. ПО. 0) GO ТО 160 


DO 140 I=1, N 

А=А+СҮ(1) ўж 2 

В--Г--СҮ(І) ж АХ) 

С--С-ЕСХ(І) жж 2 

ү=(А—В)/С 

DO 150 I=1, N 

S(I)=—GY(I)+ V ж S([) 

GX(1)=GY(T) 

X(D)=Y(!) 

FX=FY 

M=M+1 

K=K-F1 

GO TO 40 

WRITE(5,2080) 

ЕОВЕМАТ(1Х, 28НМОТ REACH OFTIMIZATION POINT) 

WRITE(5,2090) FY, Y(1), Y(2), Ү(3), Y(4), СҮ(1), GY (2), GY(3), 
GY(4) 


2090 
1 
110 
2100 


2120 


2110 


1000 


ЕОВМАТ(1Х, ЗНЕХ= ,Е15.6, / 1X, 3HX= ,4Е15.6,/ 1X, знах 
= , 4Е15.6) 

STOP ] 

WRITE(5.2100) | 

FORM AT(1X, I8BHOPTIMIZATION POINT) 

WRITE(5,2120) М 

FORMAT( іХ, ЭНМ--, 14) 

WRITE (5,2110) ЕХ, Х(1), Х(2). Х(3), Х(4), СХ(1), GX(2), 
$ GX(3), GX(4) 

FORMAT(1X, 3HFX= , Е15.6, / ІХ, 3HX=, 4Е15.8, /1X 3HGX=, 

4F15.6) 

STOP 1000 

END 


. ТҮРЕ А52. FOR 


10 


SUBROUTINE ЕОМС(Х, GX, N, FX) 
DIMENSION X(N) , GX(N) 
A=X(1)+10. ж X(2) 
8-Х(3)-Х(4) 

С--Х(2)-2. ж X(3) 
Ы--Х(1)-Х(4) 

ЕХ--А жж 24-5. В жж 2 十 CC жж 4-10. xD жж 4 
GX(1)=2. ж А +40. + 0 жж 3 
GX(2)=20. ж А +4. ж С жж 3 
GX(3)=10. ж B—8. «С жж 3 
СХ(4) == — 10. ж А — 40. ж D жж 3 
RETURN 

END 


. ТҮРЕ А53. FOR 


10 


SUBROUTINE БЕАКСЫ(Х, 5, N, МК, Н) 
DIMENSION X(N), 5(М), (10), G( 10) 
Г.--).000001 

MD=0 

А--0.0 

B=1.0 

5Т--В--А 


° 623 ° 


IF(ST. LE. Е) GO TO 80 
ТА--0.382 + ST+ À 
TB=0.818 * ST+ А 

20 U(D=X(=D+TA ж 5(1) 
CALL FUNG(U, С, М, FA) 
DO 30 1=1, N 

380 ХУА)--Х(1)--ТВ ж 5(1) 
CALL FUNG(U, С, М, ЕВ) 

如 ТЕ(ЕВ. GT. FA) СОТО БО 


А-ТА 
GO TO 60 

50 В=ТВ 

60 MD 一 MD 十 1 
GO TO 10 


80 Н=(А+В)/2. 0 

ІЕ(МК. ЕО. О) СОТО 100 

WRITE(5,2000) Мр, H 
20001 FORMAT(1H0, 3HMD= , 13, /1Х, 3HH= , E15.6) 
100 RETURN 

END 


‚ ТҮРЕ AS4. FOR 


SUBROUTINE СОМҮЕС(Х, Y, G, FX, FY, N, ТР) 
DIMENSION X(N}, Y(N), G(N) 
ХЕ--0.0005 
ҒЕ--0.00001 
GE==0.0005 
IF(ABS(FX). LT. FE) GO ТО 10 
IF(ABS{ (FX—FY)/FX). GT. FE) GO TO 80 
GO TO 20 
11 IF(ABS(FX—FY). СТ. FE) GO TO 80 
20 DO4p1=1, N 
IF(ABS(X(1)). LE. XE) GO TO 30 | 
ТЕ(АВ5((Х(1)--Ү(19)/Х(13). СТ. XE) GO TO 80 
GO TO 40 
30 Т1Е(АВЅ(Х(1) —Y(1)). GT. ХЕ) GO TO 60 


• 624 > 


40 


50 


80 


CONTINUE 
DO 50 [=1, N 

IF(ABS(G(1)). СТ. СЕ) GO TO 60 
IP=1 

RETURN 

1Р=2 


RETURN 


END 


“625% 


I. 
С 


50 


ТҮРЕ ASB. GJIN (DFP) ў. 


DAVIDON FLETCHER POWELL METHOD 

DIMENSION Х(10), Ү(10), GX(10), GY(10), 5110). 2(10), S1(10), 
DX{ 10). 

DG(10), А(10, 10), Bi10; 10), H(10, 10) 

WRITE(5,2000) 

FORMAT(1X, 3HN= , АНМК =, 4HX1= . 4ИХ2 = 41Х3 =, 

4HX4= ) READ(5,2010) N. МК, Х(1), Х(2), X(3), Х(4). 

ЕОНМАТ(214, 4F10. 5) 


М--О 

K=1 

DO 5 1-1, N 

DO 5 J 一 {1，N 

ІК(І. EQ. J) GO TO 2 
H(I, J)=0.0 

GO TO 5 

H(I, J)=1. 
CONTINUE 


CALL FUNG(X, GX, N, ЕХ) 
WR:TE{5,2020) 

БОВМАТ(1НҢ0, ААН5ТАКТІМС VALUE) 
ҮҒЕІТЕ(5,2030) ЕХ, Х(1), Х(2), Х(3), Х(4) 
FORMAT(1X, 3HFX= , E15.6, /1X, 3HX= ,4Е15.6) 
DO 20 1=1, N 

5(1) =0.0 

DO 20 J=1, N 

5(1)=5(1) —H(1, J) ж GX(1) 

CONTINUE 

SUM=0.0 

DO 30 1=1, N- 

SUM=SUM+S([) жж 2 

SUM=SQRT(SUM) 

DO 40 I=1, N 

S1(1)=5{(I) /SUM 

CALL SEARCH(X, 51, М, МК, STEP) 

DO 50 I=1,N 

Ү(1)=Х(1) +5ТЕР #51(1) 


° 626 = 


CALL FUNG(Y, GY, N, FY) 
IF(MK. EQ. 0) GO TO 80 
WRITE(5,2040) M 
2040 FORMAT(1X, ЭНМ--, 14) 
WRITE (5,2050) FY, Ү(1). Y(2), Ү(8), Ү(4), GY(1), GY(2), 
GY(3), GY(4) 
2050 FORMAT(1X, ЗНЕХ = , E15.6, / 1X, 3HX= ‚4Е15.6, /1Х, 3IGX 
= , 4Е15.6) 
60 ІЕ(М. МЕ. 0) GO TO TÜ 
CALL СОМУКС(Х, Y, GX, FX, FY, М, ТР) 
ТЕ(ІР. FQ. 1) GO TO 220 
10 CALL CONVRG(X, Y, GY, ЕХ,ЕБҮ, N, IP) 
IF(IP. EQ. 1) GO TO 220 
IF(K. EQ. N) GO TO 170 
ВО 80 1=1, N 
DG( )=GY(I)—GX(1) 
80 DX(I)=Y(1)—X(I 
C=0.0 
DO 90 I=1, N 
90 C=C+DX(I) ж DG(1) 
DO 100 1=1, N 
DO 100 1--1,М 
А, J)=(DX(1) ж DX(1));C 
100 CONTINUE 
DO 110 I= 1, N 
&(1)=0. 
DO 110 J=1, N 
110 Ж(1)=2{(1)+Н(1,1]) ж DG(1) 
DA=p, 
DO 120 1—1, N 
DASDA+DG(I) ж Z(T) 
120 CONTINUE 
РО 130 1-1, N 
DO 130 J=1, N 
В(І, 1) =2(1) ж z(J))/D A 
130 CONTINUE 
DO 140 1=1, N 


* 627 • 


140 


145 
150 


160 


iTO 


180 
190 


200 
2060 


2070 


210 


2080 


2090 


220 
2100 


DO 140 J=17N 

На, J)=H(I, J) + А(1, ))—В(1, 1) 

CONTINUE 

K=K+1 

IF(M. EQ. 100) GO TO 200 

M=M+1 

ЕХ=ЕҮ 

DO 160 1==1, N 

GX{I) 一 GY(T) 

X(I)=Y(I) 

GO TO 10 

K=1 

DO 190 1=1, N 

DO 190 J=1, N 

ІБ(І. EQ. J) GO TO 180 

H(I, J)=Dn. 

СО TO 190 

Н(І, J) 一 1. 

CONTINUE 

GO TO 145 

WRITE(5,2060) > 

ЕОВМАТ(1Х, 27HIF MA=1 CONTINUE MA=0 STOP) 

READ(5,2070) МА 

FORMAT(I2) 

IF(MA. EQ. 0) СО TO 210 

M=0 

GO TO 150 

WRITE (5,2080) FX, Х(1). Х(2). X(3), Х(4), GX(1), GX(2) 

сХ(3). СХ(4), 

ЕОЕМАТ(ІН0, ЭНЕХ--, E15.6, / 1X, 3HX= , 4Е15.8, / 1X, IGX 
| = , 4Е15.6) 

WRITE(5,2090) 

БОВМАТ(1Х, 28HNOT RE ‘CH OPTIMIZATION POINT) 

STOP 

WRITE'5,2100) 

ЕОКМАТ(1Ғ0, IBHOPTIMIZATION POINT) 

WRITE(5,2110) М 


” 628 • 


2110 


2200 


1000 


FORMAT(1X, 2НМ--, 13) 

WRITE (8,2200) ЕХ, X(1), Х(2), X(3), Х(4), GX(1), GX(2), 
GX(3), GX(4) 

FORMAT (1Х, ЗНЕХ= ,E15.6, /1Х, 3HX= ,„ 4815.6, [1Х,3НСХ 

ФТОР 1000 

END 


- ТҮРЕ А52. FOR 


10 


SUBROUTINE FUNG(X, GX, М, FX) 
DIMENSION X(N), GX(N) 
А==Х(1)+10. ж X(2) 
B=X(3)—X(4) 

С--Х(2)--2.ж X(3) 

D=X(1)—X(4) 

FX=A жж 2+5. х В жж 2--С кж 4 十 10.* D жж 4 
GX(1)—2. ж А+ 40. ж жж 3 
СХ(2)--20. ж А +4. ж С жж 3 
СХ(3) = 10. «В-8, ж С жж 3 
GX(4)=— 10. ж В – 40. ж D жж 3 
RETURN 

END 


. TYPE AS3. FOR 


10 


20 


SUBROUTINE SEARCH; X, 5, N, MK, H) 
DIMENSION X(N), S(N), 0(10), G(10) 
Е--0.000001 

MD =0 

A 一 0.0 

B=1.0 

5Т--В--А 

IF(ST. LE.E) GO TO 80 

TA=0.382 ж ST+ AÁ 

TB 一 0.618 + ST+ Á 

DO 20 1=1, N 

U(D=X(D+TA ж 5(1) 


“ 629. 


CALL ЕОМС(О, С, М, FA) 
DO 30 I=1, М 
30 О(І)--Х(1)--ТВ ж 5(1) 
CALL FUNG(U, G, М, ЕВ) 
40 IF(FB. GT. FA) GO TO 56 


GO ТО ВО 
50 В=ТВ . 
60 MD 一 MD 二 1 

GO ТО 10 


80 H=(A+B) /2.0 : 
IF(MK. EQ. 0) GO TO 100 
- WRITE(5,2000) MD, H 
2000 ЕОЕМАТ({Н0, 3HMD=, 13, /1X, 3HH= , R15.8) 
100 RETURN 
END 


‚ТҮРЕ А54. FOR 


SUBROUTINE CONVRG(X. Y, G, FX, ЕУ, N, IP) 
DIMENSION X(N), Ү(М), G(N) 
ХЕ--0.0005 
ЕЕ 0.00001 
СЕ--0.0005 
IF(ABS(FX). LT. FE) СО ТО 10 
IF (АВ5((ЕХ—ЕҮ)/ЕХ), GT. ЕЕ) GO TO 60 
GO TO 20 
10 IF(ABS(FX—FY). GT.FE)GO ТО 68 
20 DO 40 1=1, N 
` IFP(ABS(X(1)). LE. XE) GO TO 30 
ІЕ(АВ5((Х()-Ү(1))/Х(1)). GT. ХЕ) GO TO 60 
GO TO 40 
30 IF(AHBS(X(I) — Y(1)). GT. ХЕ) GO TO 80 
“40 CONTINUE 
DO 50 1=1, N 
50 ІЕ(АВ5(С(Г)). GT, СЕ) GO TO 60 
ІР--і 


” 630 ° 


RETURN 
RETURN 
END 


. 831. 


N. ТҮРЕ АО]. 单纯 形 法 


SIMPLEX METHOD 

DIMENSION ХА (20, 20). Х(20), ЕХ(20) 

COMMON |ОМЕ) X, XA, N. XN, STEP, Кі, FX, M 
WRITE(5.2000) 

FORMAT(1X, 4HN= ,SHMK= , SHXN= ,THSTET=, 2HE=) 
READ(5,2010) N, MK, XN, STEP, È 
FORMAT(215, 37 10.5) 

WRITE (5,2020) 

БОВМАТ(1Х, 3HX1=, 5X, 3HX2=, 5X, 3IIX3=, 5X, 3HX4=) 
КЕЛр(5,2030) Х(1), Х(2), Х(3), ХХ4) 
ЕОРМАТ(4Ғ10.5) 

K=1 

M=1 

CALL FUN 

WRITE(5,2035) 

FORMAT(1H0, 14HSTARTING VALUE) 
WRITE(5,2040) FX(1), Х(1), X(2), X(3), X(4) 
ЕОВМАТ(1Х, 3HFX=, E15.6, / 1X, 3HX =, 4Е15.6) 
WRITE(5,2050} STEP 

ЕОВМАТ(1Х, 5HSTEP =, F6.2) 

Kl=N+1 

КЕ--М--2 

KR=N+3 

KE=N+4 

KS=N+5 

CALL START 

DO 30 1-і, N 

X(J)=XA(I, р) 

M=l 

WRITE(5,4000) Х(1), X(2), X13), Х(4) 
FORMAT(1X, ЗНХ= , 4815.6) 

CALL FUN 

WRITE(5,4100) PX(1) 

FORMAT(1X, ЭНЕХ--, 15.8) 

CONTINUE 


45 


50 


60 


70 
80 


90 


100 


110 


120 


ЕХН--ЕХ(1) 

KH=1 

DO 50 1=2. K1 

IF(FX({I); LE. FXH) GO TO 50 
БАН--ЕХ(1) 

КН--і 

CONTINUE 

FXL=FX(1) 

KL=i 

DO 60 I=2, Кі 

ІР(ЕХІ.. LE. FX(1)) GO TO 60 
FXL=FX(I) 

KL=L 

CONTINUE 

IF(KH. EQ. 1) GO-TO 70 
FXG=FX(1) 

GO TO 80 

FXG=FX(2) 

DO 90 1=1, Кі 

IF((KH—1I). FQ. 0) СО TO 90 
IF(FX(D. LE, FXG) GO TO 90 
ЕХа--ЕХ(1) 

CONTINUE 

DO 110 1=1, N 

SUM 一 0.0 

ПО 100 {=1,K1 
50М=50М+ХА(1І,Ј) 

ХА(КГ, Ј) =1. {ХМ ж (SUM—XA(KH, 39) 
XA(KR, 1) =2. ж ХА(КЕ,Ј) -ХА(КН, J) 
Х(1) = ХА(КЕ, 1) 

M=KR 

CALL FUN 

IF(FX(KR), LT. FXL) GO TO 120 
IF(FX(KR). GT. FXG) GO ТО 180 
GO TO 140 

DO 130 1-1,М 


ХА(КЕ, ])=3. ж ХА(КР, 1)--2. ж XA (KH, J) 


* 633 • 


130 Хау-ХА(КЕ,3) 
М-КЕ 
CALL FUN 
ІЕ(ЕХ(КЕ). LT, ЕХ(КВ)) GO ТО 160 
Ма ро 150 1=1. N 
ХА(КН. Ј) = ХА(КЕ, I) 
150 Х(1) =ХА(КН, J) 
M=KH 
CALL FUN 
GO TO 300 
160 ГОЧ101-і,У 
ХА(КН,1)-ХА(КЕ,1) 
110 ХОһ--ХА(ҠҰН,У) 
М--КН 
CALL FUN 
СО ТО 300 


180 IF(FX(KR). LT. ЕХН) СО TO 200 
 DO'1901]=1,N 
19) ХА(КЕ, Ј) =ХА(КН, Ј) 
200 CONTINUE 
210 DO 220 J=1,N 
XA(KS, ])=ХА(КЕ,1)+40.5 x(XA(KR, ]) —XA(KF, 1)) 
221 X(J)=XA(KS, J) 
M=kKkS 
CALL FUN 


IF(FX(KS). GT. FXH) GO TO 240 
DO 230 J=1,N 
XA(KH, J)=XA(KS, 1) 
230 X(I)=XA(K4, J) 
M=KH 
CALL FUN 


GO TO 300 
240 ро 250 1=1, № 
ро 250 1-2, КІ 
250 ХАТ, 1) =0.5 *(ХА(1, 1) +XA(KL, ])) 
DO 270 1=1, K1 
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260 
2т0 
300 
310 


320 


2100 
2090 
325 
330 
2085 
2101 
2091 
ЕГІ 
350 


2110 


2120 


DO 260 1=1, N 
X(T)=XA(, 2) 
м-і 

CALL FUN 
СОМТІМОЕ 
DO 310 7--1, М 


Х(1)-ХАЦКЕ, J) 

М=КЕ 

CALL FUN 

DF=0.0 

DO 320 1=1, Ki 

рҒ--ОҒ--(ЕХ(І)-ЕХ(КЕ)) жж 2 

DF=1.0/XN = SQRT(DF) 

ІЕ(МК. EQ. 0) GO TO 325 

WRITE(5,2100) K, ОК 

FORMAT(1HD, 3HK= , 14, 1Х, 3HDF =, E15.8) 

WRITE (5,2090) FXL, XA(KL, 1), XA(KL, 2), XA(KL, 3), ХА 
(KL, 4) 

FORMAT(1X, 4HFXL =, Е15.6, / 1X, 4HXL= ,4Е15.6) 

K=K +1 

ГЕККЕ. GT. 200) GO TO 350 

IF(DF. СЕ. E) GO TO 45 

WRITE(5,2085) ! 

FORMAT(1H0, I8HOPTIMIZATION POINT) 

WRITE(5,2101) K, DF 

FORMAT(1X, 3HK= , H, /1X, 3HDF= , Е15.6) 

WRITE (5,2001) FXL, XA(KL, 1), XA(KL, 2), XA(KL, 3), ХА 
(KL, 4) 

БОВМАТ(1Х, 4HFXL= , Е15.6, / 1X, 4HXL= ,4Е15.6) 

STOP 340 

WRITE(5,2110) 

FORMAT(1X, 2ІНІН MA=1 CONTINUE МА = STOP) 

READ(5,2120) MA 

FORMATI{I1) 

IF(MA. EQ. 0) GO TO 1000 

K=1 

GO TO 330 


“ 635 • 


1000 WRITE(5,2130) 
2130 ЕОВМАТ(1Н0, 28IINOT REACH OPTIMIZATION POINT) 

WRITE (5,2140) FXL, XA(KL, 1), XA(KL, 2), XA(KL, 3), ХА 

| (KL, 4) 

2140 FORMAT(1X, 4HIFXL= , E15.6, / iX, 4HXL= , 4F15.6) 

5ТОР 

END 

FX 


. TYPE А02. FOR 

` SUBROUTINE FUN : 
COMMON ONE} X, ХА, N, XN STEP, К], FX, M 
DIMENSION X A(20, 20), Х{20}, FX(20) Š 
A=X(1)+10. ж X(2) 
B=X(3)—X(4) 
C=X(2)—2. *X(3) 
D=X(1)—X(4) ` 
ЕХ(М)--А жа 2+5. *B жж 2+C жж 4+10. *D жж 4 
RETURN 
END 


‚ ТҮРЕ AQ3. FOR 


SUBROUTINE START 
DIMENSION A(20, 20), ХА(20, 20), X(20), ЕХ(20) 
COMMON )ОМЕ) X, ХА, М, XN, STEP, K1, FX, M 
5ТЕР1--5ТЕР/(ХМ *SQRT(2. )) x(SQRT(XN+1. )+ХЧ—].) 
STEP2=STEP/(XN x SQRT(2. )) x (SQRT(XNN +1. )—1: ) 
DO 10 1=1, N 3 

10 A(1, 1)--0.0 
DO 20 1=2, КІ 
DO 20 1--1, М 
А(Т, 1) =5ТЕР2 
L=I—1 
А(Ь,1,)--5ТЕРІ 

20 CONTINUE 


“ 636 * 


30 


DO 30 1=1, N 

ХА(1, 1)--Х(7)4- АСІ, 1) 
RETURN 

END 


s 637 。 


V. ТҮРЕ А051. 序 贯 加 权 网 子 (SWIFT) 法 。 


C SWIFT METHOD 
DIMENSION X(20), FX(20), FK W(20), GS(20), XA(20, 20) 
DIMENSION G(20, 20), У1(20), V2(20) : 
COMMON / ONE / N, XN, M, Ki, ST, W, X, FX, FAW, GS, XA, K, 
ХК1, XK2 
COMMON /TWOJ/ IC, G, V1, V2, MK, KL, E, Сі, C2 | 
CALL INP 
IC 一 1{ 
GO TO 15 
K=1 
CALL FUN 
KL=1 
11 ХА(КІ,1)-Х(1) 
. WRITE(5,2060) 
2060 FORMAT(1H0, 14HSTARTING VALUE) 
CALL PRT 
15 K1=N+1 
KF=N+2 
КК--М--3 
КЕ--М--4 
KS=N+5 
KC=N +6 
20 CALL START - 
DO 401=1, КІ 
DO 30 1-1, N 
30 X(D=XA(I, J) 
Ksi 
CALL FUN 
40 CONTINUE 
50. FXWH=FXW({1) 
KH=1 
DO 80 I=2, Кі 
IF(FXW(I). LE. FXWH) GO TO 60 
FXWH=FXW(I) 
KH=I 
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60 


10 


80 
90 


190 


110 


120 


130 


140 


150 


CONTINUE 
ЕХУІ,-ЕХУ (|) 

KL=1 

DO 70 1=2, Кі 
IF(FXWL. LE. FXW(1)) GO TO 70 
FXWL=FXW(!1) 

KL=I 

CONTINUE 

IF(KH. EQ. 1) GO TO 80 
FXWG=FXW (1) 

GO TO 90 
FXWG=FXW(2) 


“рО 1001--1. КІ 


ІР((КН-І). ЕО. 0) СО ГО 100 
ІС(ЕХУҒ(1). LE. FXWG) GO TO 100 
FEXWG=FXW(I) 

CONTINUE 

DO 120 1=1, N 

517М--0.0 

DO 110 1=1, K1 

SUM—=SUM+ XACT, 1) 
ХА(КЕ,1)--1.0/ХУж (SUM— XA(KH, 7) 
ХА(КЕ,1)--2. 0# ХА(КЕ, J)— ХА(КН, J) 
X(1)—XA(KR, 1) 

K=KR 

CALL FUN 

IF(FXW(KR). LT. FXWL) СО ТО 130 
IF(FXW{KR). LT. FXWG) GO ТО 150 
GO TO 190 

DO 140 1=1, N 

ХА(КЕ, J)=3.0* ХА(КЕ, 1)-2,0 XA(KH, 1) 
Х(1)--ХА(КЕ, J) 

К-«КЕ 

CALL FUN 

IF(FXW(WE). LT. EXW(KR)) GO TO 170 
DO 160 1-1, N 

XA(KH,1)=XA(KR,J) ° 
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180 X()=XA(KH, 1) 
K=KH 
CALL FUN 
GO TO 280 
170 001801--:і1,М 
XA(KH, J)=XA(KE, J) 
180 Х(Т)=ХА{К1Һ J) 
К=кп 
CALL FUN 
GO TO 280 
190 IF(FXW(KR). LT. FXWII) GO TO 210 
DO 200 J=1, N 
XA(KR, 1) =ХА(КН, 1) 
200 CONTINUE 
-210 DC 220 J=1, N 
XA(KS, )--ХА(КЕ, 1)--0.5ұ (XA(KR,J)—XA(KF,1]) 
220 Х(1)--ХА(К6,1) 
K=KS 
CALL FUN 
IF(FXW(KS). GT. TXWH) GO TO 240 
DO 230 1—1, N 
XA(KH, J)=XA(KS, I) 
230 X(I)=XA(KH, 1) 
K=KH 
CALL FUN 
GO TO 280 
240 БО2501-і, М 
DO 250 I=1, K1 
250 ХА(1,})=0.5 «(ХА(1, J) +XAG(KL, 1) 
`: DO 270 1=1, K1 
DO 260 J=1, N 
260 X(J)=XA(I, J) 
K=I 
CALL FUN 
270 CONTINUE 
280 DO 300 J 一 1, N 
X(J)=0;, 0 
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DO 290 І--1, КІ 
290 Х(ТІ)--Х(1)--ХА(1,2) 
| X(])=X(J)/(XN+1.0) 
300 CONTINUE 
K=KC 
CALL FUN 
R=0.0 
DO 320 {=1, Ki 
RX=0.0 
DO 310 了 一 1, N 
ЕХ=ЕХ+(ХА(1‚})—Х(1))+»+ #2 
310 ЕХ--5ОВТ(ВХ) 
320 R=R+RX 
R=R/(XN+1.0) 
DF=0.0 
DO 330 1-1, КІ 
330 рЕ=РЕ+(ЕХУ (1) —<FXW(KC))* ж 2 
DF=1.0/(XN-+ 1.0) + SQRT(DF) 
IF(DF. LT, E) GO TO 410 
ІК. LT. 0.0001) СОТО 410 
XB=0.1 * FLOAT(IC) 
XC=FLOAT(IC/10) 
IF(XB. NE. XC) GO TO 350 
IF(MK. EQ. 0) GO TO 350 
CALL PRT 
350 IF(IC. LT. 509) GO TO 390 
CALL PRT 
WRITE(5,2220) | 
2220 FORMAT(1HI, 28HNOT REACH OPTIMIZATION POINT) 
ІС--і 
GO ТО 420 


. 990 R=1.0/R 


IF(W. СТ. R) GO TO 400 
W=R 

400 IC=IC+1 
GO TO 5D 

410 WRITE(5,2300) 
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2300 


2388 
2390 


420 
2400 


2410 


‚ 480 


1000 


10 


ҒОНМАТ(1Н0. 18HOPTIMIZATION POINT) 

CALL PRT 

ІС--1 

ХМС =0.288290Е +10/(0.82488 ж XA(KL, 49ж ж 2 ж ХА(КІ, 3)) 

XNK=1.1967 x ХМС 

SG=61.95/XA(KL, 2) 

SK =39.82/XA (KL, 1) 

WRITE(5,2380> ХМС, SG 

FORMAT(1H0, АНХМС--, E15.6, 5Х, 4HSG= , E15.6) 

WRITE(5,2390) XNK, SK 

FORMAT(1H, 4HXNK=, E15.6, 5X, 4HSK= , F15.8) 

У/КІТЕ(5,2400) | 

ГОЕМАТ(ІНО, 48HIF ST=0. STOP 571000. CONTINUE ST= 
: OTHER BEGIN) 


READ(5,2410) ST 
FORMAT(F10.5) 

ІЕ(5Т. EQ. 0.) СО ТО 1000 
IF(ST. ЕО. 1000.) GO TO 400 
DO 430 1-1, N 
X(I)=XA(KL, 1) 

GO TO 20 

STOP 1000 

END 


SUBROUTINE START 

DIMENSION X(20), FX(20), FXW(20), С5(20), XA(20, 20), 
А (20, 20) 

DIMENSION (20, 20), У1(20), У2(20) 

COMMON |ОМЕ) М, XN, М, К}, ST, W, X, ЕХ, FXW, GS, ХА, К, 
ХК, ХК? 

COMMON ІТУҒО/ ІС, С, У1, V2, МК, KL, E, Сі, С? 

5Ті--5Т/(ХМ * SQRT(2.0)) x (SQRTCXN+1.0)+XN—1.0) 

ST2=ST/(XN ж SQRT(2.0)) * (SQRT(XN+1.0)—1.0) 

ро 10 1-4, № 

А (1, J)=0.0 

DO 20 1—2, КІ 

ро 20 I=], N 
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20 


30 


АС, Т)#==5Т2 

L=l-1 

АС, L)=STI | ` 
CONTINUE | 

DO 301—1, КІ 

ро 30 1-1, М 

ХАС, 1)=Х(7) + А(1,1) 

RETURN 

END 


SUBROUTINE FUN 

DIMENSION X(20), ЕХ(20), FXW (20), GS(20), XA (20, 20) 

DIMENSION С<20, 20), V1(20), У2(20)` 

COMMON /ONE/ N,XN,M,K1,ST,W,X.FX,FXW,GS,XA,K,XK1,XK2 

COMMON /TWOJ/ IC, G, Vi, V2, MK, KL, E, Сі, C2 I 

V1(K)=-9.896* Х(4) * +2% (1.82467 # Х(4)--Х(5)--Х(6)) 

Ві--3.0» Х(1) +2,44949 * X(2) 

B2=3.0* X(1)* (2.0 + X(4)+3.0 * X(1)* Х(5) /В1) 

B3=2.44949 «Х(2)ж«(2.0» X(4)+X(5)* (Б.0+ Х(1) +2.44949 * 

X(2))/B1) 

V2(K)=—9.424T8 *C1* X(5)* X(6)* (B2+B3)/B1 

V1(K)=0.001* Y1(K) 

V2(K)=0.001* V2(K) 

FX(K)=XK]+* VI1I(K)+XK2* V2(K) 

B4=X(1)* X(2) x Х(3) + Х(4) + #2» ХБ) ж X(8)/Bi 

СОК, 1) =0.301438Е —03 * (1.0 +C2) * C1 ж С4 — 0.375584Е +06 

СОК, 2) = 0. 158328Е —02 * (1.0--С2) «Ві x В4--0.176963Е +07 

Вб = Х(1) + Х(2) ж +2 + Х(5) « X(6)/B1 

СА 1=1.00939 * СІ « В5 є (2.0 * Х(4) +3. 0жХ(1) + (5) /В1) 

В6=Х(1) * «2% Х(2) * Х(5) «Х(6)/В1 

СА2 = 0.824167 * Сіж Вбж (2.0% Х(4) + Х(5) + (6.0% ха) + 
2.44949 + ХС2)) /В1) 

BT==X(3)* Х(4) # *2 + (1.82467 » X(4)+X(5)+X(6)) 

СА3-=0.3103Т18Е 06 * (1.0+C2) * BT 

СК, 3) =45375.0—СА{ -СА2-САҘ 

СОК, 4)--Т550.53- СА? 

С(К,5) = 1000.0 * (2.4— X(1)) 

СК, 6) =1000.0* (2.4—Х(2)) 
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СОК, Т) =1000. * (17300,0-Х(9)) 

СК, 8) =1000.0 * Х(1) 

С(К, 9) =1000.0 * Х(2) 

GK, 10) =100.0 * Х(3) 

G(K, 11)=X(4) 

G(K, 12)=X(5) 

G(K, 13)=X (5) 

GSK) =0.0 

DO 101-і, M 

IF(G(K, 1). GE. 0. 0) GO TO 10 

GS(Ky=GS(K)+G(K, D * #2 
10 CONTINUE 

FXW(K)=FX(K)+W *GS(K) 

RETURN 

END 


SUBROUTINE ІМР 
DIMENSION X(20), FX{20), FXW(20), GS(20), ХА(20, 20) 
DIMENSION G(20. 20), Ұ1(20), У2(20) 
COMMON JONE/ N,XN,M,K1,ST,W,X,FX,FXW,GS,XA,K,XK1,XK2 
COMMON /TWO! :С, С, Vi, V2, MK, KL, E, С], C2 
WRITE(5,2000) 
2000 FORMAT(IH0, 4H N=, АНМ--, БНМК--, 5HST=, 4HW= , 2HE=) 
READ(5,2010) N, M, MK, ST, W, È 
2010 FORMAT(3l4, 3E10.5) 
WRITE(5,2020》 
2020 ГОРМАТ( НО, 5HX1= , 5НХ2-- , БНХӛ-- ,SHXd= ,5HX5= , 
| 5HX6= ) 
КЕАР(5,20300 (ХОУ, I=1, N) 
2030 ЕОВМАТ(6Ғ10.5) 
WRITE(5,2040) 
2040 ЕОЕМАТ(1Н0, 6HXK1= , 6AXK2= ,ӚНСІ- ,ЕНС2- ) 
ВЕАр (5,2050) XK1, XK2, Сі, C2 
“2050 ЕОНКМАТ(4Ғ10.5) 
XN=FLOAT(N) 
RETURN 
END 
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2000 
22010 
2020 
2030 
2040 
2050 


2060 


SUBROUTINE PRT 

DIMENSION X(20), FX(20), FXW(20), GS(20), X A (20, 20) 

DIMENSION G(20,20), V1(20), V2(20) 

COMMON JONE) N, XN, M, К], ST, W, X, FX, FXW, GS, XA, K, 
XK1, XK2 

COMMON /TWO/ 1C, 05, У], V2, MK, KL, E, CI, C2 

ХТ=0.82467 + ХА(КІ,4) | 

D1=V1(KL)/V2(KL) 


 D2=7.1145* ҮКІ.) 


D3=22. 7664+ УІ(КІ.) 
D4=2.7 + V2(KL) 
D5=18.9=* У2(К!.) 
Пб--ХА(КТ., 6) /XA(KI.. 5) 
D7=D2/D4 
D8=D3/D5 
WRITE(5,2000) 1С СІ. С? . ; 
FORMAT(1H0, 4HIC= ‚14, 18X, 4HC1= ,E15.6, 5X, 4HC2= , 
F15.6) 
WRITE(5,2010) ST, W, F 
FORMAT(1X, 4HST= , Е15.6, 5X, 4EW— ,115.8. 5X, АНЕ , 
F15.6) 
WRITE(5,2020) XA(KL. 1), СКЫ, 1), D1 
ҒОВМАТ(ІХ, АНХі- ,E15.6, 5X, 41.61-- ,E15.6, 5X, 441Рр]= ， 
E15.6) 
Ж Е1ТЕ(5,2030) XA(KL, 2),G(KL, 2), D2 
FORMAT(1X, 4HX2= , Е15.6, 5X, 4HG2= , E15.8, 5X, 4HD2= ， 
| Е15.6) 
WRITE(5,2040) ХАСКІ, 3), GIKL, 3), D3 
FORMAT(1X, 4HX3= , Е15.6, 5Х, 4HG3= , E15.6, 5X, 4HD3= , 
Е15.6) 
ҮҮЕІТЕ(5.2050) XA(KL. 4), GIKL, 4), 04 
ЕОКМАТ(1Х, 411Х4-- , Е1|5.6, 5X, 4HG4= . Е15.6, 5X, 4lID4==- , 
Е15.6) 
МЕІТЕ (5.2060) XA(KL, 5), G(KL, 5), ОБ 
ЕОЕМАТ(1Х, 4HX5= , Е15,6. 5Х, 4HG5= , Е15.6, 5X. 4105=, 
Е15.6) 
Ж.КІТЕ(5,2070) XACKL, 8), G(KL, 6), D6 
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2010 ЕОЮМАТ(1Х, 4HX6= , E15.6, 5X, АНС8- , Е15.%, 5Х, 4HD6= , 


Е15.6) 
У/КІТЕ(5,2080) XT, G(KL, Т), рт 
2080 ҒОКМАТ(1Х, 4HXT= , B15.6, 5X, 4HGT= , Е15.6, 5X, 4HDT 一 ， 
б 


| E15.6) 
WRITE(5,2090) Vi(KL), V2(KL), D8 


2090 ҒОКМАТ(1Х, 4HV1= , Е15.5, 5X, 4HV2= , E15.6, 5X, 4HD8= , 


Е15.8) 
WRITE(5,2100) ЕХ(КІ.), ЕХУҒ(КІ.), С5(КІ.) 


2100 ЕОЕМАТ(1Х, 4НЕХ-- , B15.6, 5X, 4HFXW= , Е15.6, 5X, 4HGS 


RETURN 


END 
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